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NLFM 信号激励下非线性系统的最优共振响应研究*
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摘 要

非线性调频(NLFM)信号在雷达、通信、信号处理中应用广泛，该类信号

所激励下的非线性系统响应有着丰富的信息，通过共振来增强非线性调

频信号有一定实际意义与价值.本文主要研究了受到不同类型 NLFM 信

号所激励的非线性系统共振现象，提出了实时尺度变换方法来处理高频

的 NLFM 信号，克服人为选择造成信号输出响应较差的缺点.同时，提出

了实时谱放大因子作为共振评价指标，准确评价 NLFM 信号激励下的系

统共振响应，讨论了系统参数对系统最优共振响应的影响，参数选择在

合理的区间内即可实现最优共振响应，不仅实现信号特征的大幅度增强，

还保持了信号时频特征的连续性.最后，将实时尺度变换方法和固定尺度

变换方法进行了对比，说明了所提方法处理 NLFM 信号的优越性. 
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1  引 言

共振是系统响应中一种典型的动力学现象.通常来讲，对于简谐激励，当外激

励频率接近于振动系统固有频率时会发生共振现象，此时系统振动振幅会急剧增

强.不同于传统意义的共振，随机共振(stochastic resonance，SR)[1]、振动共振

(vibrational resonance，VR)[2]得到广泛研究，利用其独特的动力学特性可以增强微

弱的信号.其中随机共振是在微弱低频信号、噪声和非线性系统协同作用下使得

系统输出得到显著增强的一种动力学现象，最初由意大利学者 Benzi 提出[3]，之

后在信号处理中得到广泛应用[4-6].随机共振发生的基本条件是输入的微弱信号满

足小参数条件，即信号频率远小于 1.而实际中的信号大部分不满足小参数条件，

为了实现大参数信号的随机共振，一些尺度变换方法被引入，比如：二次采样[7]，
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频移尺度变换[8]，归一化尺度变换[9]，普通尺度变换[10].振动共振与随机共振类似，

区别是输入的噪声被高频辅助信号代替，尺度变换方法与随机共振的方法一致.

而单个信号激励下的系统共振[11]是指不需要辅助信号，依靠系统参数变化实现系

统输出增强的一种现象，该现象有一定实际意义与价值，在信号增强方面，无需

额外的高频辅助信号、噪声即可实现信号的增强，操作方便，实现过程简单.

在信号处理领域，利用共振现象来增强不同类型的信号具有独特的优势，相

较于其他信号处理算法，如：经验模态分解[12]、变分模态分解[13]、小波变换[14]、

信号滤波[15]等方法，该类方法不仅可以增强信号，而且可以有效抑制干扰噪声.

因此，基于共振的方法在信号处理中应用广泛.许多学者利用最优共振现象来增

强和处理各类信号，比如：简谐信号[16]、非周期二进制信号[17]、M-ary 信号[18]、

频率调制(frequency modulation, FM)信号[19, 20]等.其中 FM 信号在雷达[21]、通信

[22]、信号处理[23]中应用广泛，该类信号的特点是频率受到调制，按照其瞬时频率

变化的规律主要分为线性调频(linear frequency modulation，LFM)信号和非线性调

频(nonlinear frequency modulation，NLFM)信号，目前已有一些 LFM 信号激励下

的非线性系统动力学行为的研究，但是针对 NLFM 信号的相关研究很少，考虑到

NLFM 信号[24-26]广泛存在，如何实现 NLFM 信号最优共振增强效果及 NLFM 信

号激励下的非线性系统最优共振响应的研究是一个有实际意义与价值的问题.

目前关于系统共振的研究，主要针对周期信号，其信号频率固定，通过尺度

变换方法即可满足共振的小参数要求，调整合适的系统参数可实现最优共振响应.

但是对于复杂 NLFM 信号，其频率随时间非线性变化，此类信号的频率变化复

杂，信号在频谱图中表现为连续频带，而且之前所用的尺度变换方法没有考虑频

率的变化性，采用傅里叶变换方法无法准确描述信号特征，需要借助一些时频分

析方法来描述.因此，针对 NLFM 信号激励下的最优共振响应研究具有一定的难
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度与复杂性，采用的技术较周期信号的研究也更为复杂，采用固定尺度系数的尺

度变换方法来处理 NLFM 信号显然不能满足要求，无法实现最优参数匹配，系统

输出响应效果较差.同时，NLFM 信号激励下的系统共振响应有一定的理论研究

价值，对于实现 NLFM 信号增强有一定的意义.基于此，本文研究了 NLFM 信号

激励下的非线性系统最优共振响应，提出了一种时变尺度系统共振方法有效实现

复杂 NLFM 信号的增强.该方法的基本原理是利用实时变化的尺度系数来匹配瞬

时频率变化的 NLFM 信号和系统参数，以尽量保证在每一时刻信号的瞬时频率满

足最优小参数条件，通过调整系统参数和尺度系数实现最优共振响应.

本文主要分为以下几部分进行研究：第 2部分提出了时变尺度系统共振理论，

同时定义了新的共振评价指标-实时谱放大因子，可有效评价 NLFM 信号的共振

增强效果；第 3 部分处理了两类典型的 NLFM 信号，研究了相关参数对最优共振

响应的影响，在保证信号时频特征连续性的同时，实现了信号的共振增强，与固

定尺度变换方法相比，本文所提方法克服了尺度系数选择人为性造成信号增强效

果较差的缺点；第 4 部分给出本文的主要结论.

2  时变尺度系统共振理论

一种时变双稳态系统共振模型的动力学方程表示如下： 

3d ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d
x t a t x t b t x t s t

t
= − + ， (1)

其中a(t)、b(t)分别为时变系统参数(a(t)、b(t) 1)，系统为双稳态系统. x(t)为系统

的输出，s(t)为输入的NLFM信号.NLFM信号s(t)的瞬时频率f(t)随时间不断变化，

为了实现尺度系数与信号s(t)及系统参数a(t)、b(t)相匹配，引入了时变尺度系数β(t)，

表达式为 

0( )= ( )t f t  ， (2)

其中β0为尺度系数常数，f(t)为s(t)的瞬时频率，β(t)满足条件 ( ) 1tβ  .同时，系统
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参数a(t)、b(t)与时变尺度系数β(t)满足以下关系

1
( )
( )

a t a
t
 ， 1

( )
( )

b t b
t
 ， (3)

引入变量替换τ = β(t)t, x = z(τ)，式(1)可写为

 3d ( ) ( ) ( ) 1( ) ( ) ( )
d ( ) ( ) ( ) ( )
z a t b tz z s

t t t t
τ ττ τ
τ β β β β

= − + ， (4)

将式(3)带入式(4)中，有
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1 1
d ( ) 1( ) ( ) ( )

d ( ) ( )
z a z b z s

t t
τ ττ τ
τ β β

= − +
，

(5)

其中 1 11, 1a b  ，式(5)满足系统共振小参数条件.式(5)相较式(1)，NLFM信号s(t)

幅值缩小到1/β(t)，将式(5)的NLFM信号幅值乘以β(t)，变为

3
1 1

d ( ) ( ) ( ) ( )
d ( )
z a z b z s

t
τ ττ τ
τ β

= − +
，

(6)

若系统共振发生在式(6)中，则系统共振也发生在式(7)中.

3d ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d
x t a t x t b t x t t s t

t
β= − +

，

(7)

式(7)为一个大参数共振模型，可检测任意大频率的信号.

谱放大因子是经典的共振性能评价指标，针对NLFM信号，信号的瞬时频率

非线性变化，利用谱放大因子难以刻画NLFM信号的共振效果.因此，本文定义了

一种实时谱放大因子η来刻画NLFM信号激励下的系统共振效果，如下式

[ ]
1

1

1 ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ))
(2 1)1=

( ( ))

M

i i iN
j

i i

X f t j X f t j X f t
M

N S f t
η =

=

 − + + + + 
 
 
 

∑
∑ ，

(8)

其中η为系统输出的特征频带的放大程度，N为总数据点数，M为频率曲线f(t)两侧

的频带宽度m对应数据点数，X(·)和S(·)分别为输入信号和输出信号的离散短时傅

里叶变换谱值，f(ti)为ti时刻信号的瞬时频率.核心是在STFT频谱上定义谱放大因
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子，将输出信号STFT频谱图中信号时频一定范围内的能量之和与输入NLFM信号

的时频图中脊线能量之比作为评价指标，综合考虑NLFM信号的时频特征，描述

系统的共振响应更准确、可靠.若η>1，说明NLFM信号被有效增强.

3 几种不同NLFM信号增强仿真分析

3.1  分段NLFM信号

分段 NLFM 信号较为典型，在机械设备信号处理中十分常见，由轴承、齿轮

等零件经过复杂路径产生的信号为 FM 信号，按照转速变化的特征，会产生反映

零件运行状态的 LFM 信号和 NLFM 信号. 其中与分段 NLFM 信号频率特征相对

应的信号也很常见，比如文献[27]、[28]中这类转速工况，矿井提升机运行的典型转

速工况为速度曲线线性上升-平稳-线性下降，反映出提升过程先线性加速-稳速-

线性减速，这样的转速是人为控制的，关键部位的轴承故障特征信号均为此类分

段 NLFM 信号；流水线上的工业机器人的零件运行工况所产生的信号也为此类

NLFM 信号，在故障诊断领域该类信号很常见，应用广泛，此类信号具有一定的

代表意义.

一种典型的分段 NLFM 信号 s1(t)的频率 f(t)随时间变化的分段函数为

0 1

0 1 1 2

0 1 2 2

(0 )
( ) ( )

( ) ( )

f t t t
f t f t t t t

f t t t t t

γ
γ
γ γ

+ < ≤
= + < ≤
 + + − >

，

(9)

其中 f0 为起始频率，γ 为频率的变化率，t1、t2 分别为频率规律发生变化的时刻. 
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，
(10)

其中 A 为信号幅值，φ为初始相位，s1(t)的频率变化规律为线性上升-不变-线性下

降.

图 1 给出了该 NLFM 信号的相关信息，图 1(a)和(b)分别为信号的时域波形

图和 STFT 频谱图，在 STFT 频谱图中可以观察到信号的频率特征曲线在 0 ~ 3 s

内从 0 Hz 增加到 150 Hz，然后保持至 7 s，最后降到 0 Hz. 

图 1 输入的 NLFM 信号 (a) 时域波形图；(b) STFT 频谱图 (仿真参数为 A = 0.1, 
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f0 = 0, γ = 50, φ  = 0, t1 = 3, t2 = 10)

Fig. 1. The input NLFM signal: (a) the time domain waveform; (b) the STFT spectrum. 

The simulation parameters are A = 0.1, f0 = 0, γ = 50, φ  = 0, t1 = 3, t2 = 10.

针对图 1 中的信号，图 2 分别给出了不同尺度系数下的系统输出实时谱放大

因子 η 随系统参数 a1 的变化曲线，选取的固定的尺度系数有 β = β0 × 10, β0 × 75, 

β0 × 150，时变尺度系数有 β = β0 × f(t)，在固定尺度系数方法下的系统输出实时谱

放大因子 η 随着尺度系数的增加而增强，在最大值处实现了 NLFM 信号最优系

统共振响应.同时，在时变尺度系数方法下的系统输出实时谱放大因子最大值 ηmax

比 β = β0 × 150 时的最大值略小，但是区别不大.

图 2 不同尺度系数 β = β0 × 10，β0 × 75，β0 × 150，β = β0 × f(t)下的系统参数 a1 与

实时谱放大因子 η 的关系图 (仿真参数为 b1 = 1, β0 = 100, m = 2)

Fig. 2. Curves of η- a1 are obtained under different scale coefficient β = β0 × 10, β0 × 75, 

β0 × 150, β = β0 × f(t). The simulation parameters are b1 = 1, β0 = 100, m = 2.
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为了探究系统参数对最优共振响应的影响，图 3 给出了实时谱放大因子 η 与

系统参数 a1、b1 的伪三维关系图. 其中 η 数值的大小表示共振响应的强弱程度，

数值越大表示共振响应越强，在图形中可以发现明显的共振区域，在这个共振区

域内均可以发生系统最优共振响应，实现 NLFM 信号增强.

图 3 实时谱放大因子 η 与系统参数 a1、b1 的关系图 (仿真参数为 m = 2, β0 = 100)

Fig. 3. Contour plot of the real time spectrum amplification factor η in the a1 - b1 plane. 

The simulation parameters are m = 2, β0 = 100.

在图 2 中，当 a1 = 0.32，b1 = 1 时，时变尺度方法对应的谱放大因子 η 取得最

大值 ηmax = 6.4, 与其对应的最优系统共振响应如图 4 所示.图 4 (a)和(b)分别为响

应的时域波形图和 STFT 频谱图，信号幅值得到明显增强的同时保证了信号的连

续性.

录
用
稿
件
，
非
最
终
出
版
稿



9

图 4 b1 = 1 时系统共振输出结果 (a) 时域波形图; (b) STFT 频谱图 (仿真参数为

m = 2, β0 = 100)

Fig. 4. The output response of system resonance when b1 = 1: (a) the time domain 

waveform; (b) the STFT spectrum. The simulation parameters are m = 2, β0 = 100.

为了说明时变尺度方法的必要性，将固定尺度系数变尺度方法和时变尺度系

数变尺度方法的最优输出响应进行对比. 本文选择固定尺度系数为 β = β0 × 10, β0 

× 75, β0 × 150，目的是模拟尺度系数较小、适中、较大的情况，尺度变换后信号

的频率变为 f(t) / β，在图 2 中 f(t)的范围为 0 ≤ f(t) ≤ 150，采用固定尺度系数变换

后频率范围分别为 0 ≤ f(t)/(β0×10) ≤ (15/β0)，0 ≤ f(t)/(β0×75) ≤ (2/β0)，0 ≤ f(t)/(β0×150) 

≤ (1/β0)，尺度系数基数 β0 固定（文中取 100），可以发现固定尺度系数为 β0×10

时，尺度变换后频率达到 0.15，此时虽然满足系统共振小参数要求，但是没有达

到最优输出效果（见图 5），说明尺度变换后的频率需要进一步降低；当尺度系数

逐渐增大，尺度变换后的频率逐渐减小，此时针对整个信号均可以满足共振的小
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参数要求，实现最优系统共振响应.

图 5 为不同固定尺度系数 β 下的最优系统共振响应结果，当 β = β0 ×10 时，

系统最优输出响应变得很差，在图 5(a)中的信号幅值增强效果不显著，图 5(b)的

时域波形图中信号波形产生了很大的失真.当 β 分别为 β0 × 75，β0 × 150 时，系统

共振达到最优输出响应，与时变尺度方法下的最优输出响应区别不大.但是，固

定尺度系数下系统最优响应依赖于人为选择的尺度系数，一旦参数选择不理想，

共振输出响应会变得很差，而时变尺度方法将系数定为 NLFM 信号的频率 f(t)，

克服了人为选择造成的系数最优输出响应不稳定的缺点.

图 5 不同的固定尺度系数 β 下的系统共振输出结果 (a) β = β0 × 10 下系统输出

STFT 谱图; (b) β = β0 ×10 下系统输出时域波形图;(c) β = β0 × 75 下系统输出 STFT

谱图; (d) β = β0 × 75 下时域波形图; (e) β = β0 ×150 下系统输出 STFT 谱图;(f) β = 

β0 ×150 下时域波形图 (仿真参数为 β0 = 100)
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Fig. 5. The output response of system resonance under different fixed scale coefficients 

β: (a) the output STFT spectrum under β = β0 × 10; (b) the output time domain waveform 

under β = β0 × 10; (c) the output STFT spectrum under β = β0 × 75; (d) the output time 

domain waveform under β = β0 × 75; (e) the output STFT spectrum under β = β0 × 150; 

(f) the output time domain waveform under β = β0 × 150.

3.2 调幅-调频NLFM信号

在信号处理中，由正弦信号频率调制和幅值调制的信号也是一种典型的

NLFM 信号，该类信号特点是瞬时频率随时间波动，变化规律复杂，研究这类信

号最优系统共振响应及增强具有重要意义.因此，根据参考文献[29]，本文构造了

一种调幅-调频的 NLFM 仿真信号，如式(13)所示.

2
1 2π 5π( ) 0.1(1 cos )cos(80π +30sinπ 20cos )
3 9 3

t ts t t t= + + ， (13)

该仿真信号受到正弦幅值、双正弦频率调制，如图 6 所示.图 6(a)和(b)分别为该

信号的时域波形图和 STFT 频谱图，不同时刻信号的幅值发生变化，频率也在变

化，频率分布在 10 ~ 75 Hz.黑色实线为 NLFM 信号通过 Hilbert 变换相位提取的

瞬时频率曲线，与时频特征曲线相一致.对于此类 NLFM 信号而言，固定尺度变

换方法不适用.
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图 6 输入的 NLFM 信号 (a) 时域波形图；(b) STFT 时频图

Fig. 6. The input NLFM signal: (a) the time domain waveform; (b) the STFT spectrum.

图 7 为 a1 = 0.01 时不同尺度系数下实时谱放大因子 η 与系统参数 b1 的关系

图，在不同的尺度系数下，随着 b1 的增大，η 表现出先增加后减小的规律.对于

时变尺度系数 β = β0 × f(t)，当 b1 = 0.0001，a1 = 0.01 时，实时谱放大因子最大为

101.1.对于固定尺度系数的情况，仅从数值上来看，其谱放大因子既可能比对应

的实时尺度系数下共振输出结果小也可能比其大.
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图 7 不同尺度系数下的实时谱放大因子 η 与系统参数 b1关系图 (仿真参数为 a1 = 

0.01, m = 5, β0 = 1000)

Fig. 7. Curves of η - b1 are obtained under different scale coefficients. The simulation 

parameters are a1 = 0.01, m = 5, β0 = 1000.

在时变尺度方法处理下，其对应的最优输出信号如图 8 所示.图 8 (a)和(b)分

别为最优系统共振响应时域波形图和 STFT 频谱图，信号幅值得到大幅增强，同

时保证信号时频特征的连续性. 需要说明的是在图 8(b)中短时傅里叶谱能量计

算范围，黑色实线包围区间表示响应信号的能量计算区间，该区间内所有 STFT

能量值之和作为输出谱能量，输入信号谱能量为 NLFM 信号频率曲线上 STFT 能

量值之和.
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图 8 时变尺度系数下最优共振输出结果 (a) 时域波形图；(b) STFT 频谱图 (仿真

参数为 m = 5, β0 = 1000)

Fig. 8. The output response of optimal resonance: (a) the time domain waveform; (b) 

the STFT spectrum. The simulation parameters are m = 5, β0 = 1000.

虽然在图 7 实时谱放大因子 η 与系统参数 b1 的关系图中，固定的尺度系数所

导致的共振结果 η (β = β0 × 40, β0 ×75)有的比时变尺度系数共振结果的 η 要大一

些，最优共振结果如图 9 所示，但是固定尺度变换方法处理后的 NLFM 信号的连

续性很差，能量发散现象严重，远远没有时变尺度共振的效果好.
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图 9 不同固定尺度系数 β 下共振响应 (a) β = β0 × 10 下输出 STFT 谱图; (b) β = β0 

× 10 下输出时域波形图; (c) β = β0 × 40 下输出 STFT 谱图; (d) β = β0 × 40 下输出时

域波形图; (e) β = β0 × 75 下输出 STFT 谱图; (f) β = β0 × 75 下输出时域波形图

Fig. 9. The resonance response under different fixed scale coefficient β: (a) the output 

STFT spectrum under β = β0 × 10; (b) the output time domain waveform under β = β0 × 

10; (c) the output STFT spectrum under β = β0 × 40; (d) the output time domain 

waveform under β = β0 × 40; (e) the output STFT spectrum under β = β0 × 75; (f) the 

output time domain waveform under β = β0 × 75.

4 结  论

本文研究了两种 NLFM 信号激励下非线性系统最优共振响应现象，主要结论

如下：

1) 针对传统的尺度变换方法不能匹配 NLFM 信号的时变频率特征的问题，
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提出了随信号瞬时频率变化而变化的时变尺度共振方法，以实现每一时刻的最优

共振响应，进而增强 NLFM 信号.

2) 针对传统的共振效果评价指标-谱放大因子在 NLFM 信号激励下的系统共

振响应评价方面存在一定局限性，定义了新的指标-实时谱放大因子，可准确评价

NLFM 信号激励下系统共振响应，同时保证了系统输出信号时频特征连续性.

3) 研究了非线性系统参数对共振输出响应的影响，指出最优共振响应发生在

明显的共振带上，选择位于共振带的系统参数即可实现最优非线性系统共振输出，

实现对 NLFM 信号的增强. 

本文实现了 NLFM 信号的最优非线性系统共振响应，为 NLFM 信号增强及

检测提供参考，在信号增强方面有一定的实际意义与价值.同时，给出了 NLFM

信号激励下系统最优输出响应的相关影响规律，对研究复杂信号激励下的系统动

力学行为有一定的参考价值.
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Study the optimal resonance response of a nonlinear 

system excited by NLFM signal * 
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(Jiangsu Key Laboratory of Mine Mechanical and Electrical Equipment, School of Mechatronic 
Engineering, China University of Mining and Technology, Xuzhou 22116, China)

Abstract

Nonlinear frequency modulation (NLFM) signal is widely used in radar, communication and signal 
processing. The response of nonlinear system excited by this kind of signal has rich information. At the 
same time, enhancing different types of signals by resonance phenomenon has unique advantages in the 
field of signal processing. Compared with other signal processing methods, such as empirical mode 
decomposition (EMD), variational mode decomposition (VMD), wavelet transform (WT), signal filtering, 
etc., this kind of method can not only enhance the signal, but also effectively suppress the interference 
noise. Therefore, it has certain significance to study the nonlinear system optimal response excited by 
different NLFM signals and enhance the NLFM signal through resonance phenomenon. This paper 
mainly studies the nonlinear system resonance phenomenon excited by different NLFM signals, which is 
different from previous studies. Firstly, a real-time scale transformation method is proposed to process 
NLFM signals, its basic principle is to match different NLFM signals by real-time varying scale 
coefficients and system parameters. The signal frequency at each time corresponds to different scale 
coefficients and system parameters, so as to realize the optimal resonance response at each time. In order 
to describe the optimal resonance response excited by NLFM signal more accurately, different from the 
traditional spectral amplification factor, the real-time spectral amplification factor is introduced as the 
evaluation index. Then, the influence of system parameters on the optimal system resonance response is 
discussed and the optimal resonance region is obtained, which means the optimal resonance response can 
be achieved by selecting parameters in a reasonable range. This method not only greatly enhances the 
signal characteristics, but also maintains the continuity of signal time-frequency characteristics. Finally, 
the real-time scale transformation method is compared with the general scale transformation method, 
which shows the superiority of the proposed method in processing NLFM signal. The method and the 
results of this paper shows some potential in dealing with complex NLFM, which provides a reference 
for NLFM signal enhancement and detection, and has certain practical significance in signal enhancement. 
Furthermore, the relevant influence law of the system optimal response excited by the NLFM signal is 
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given, which has a certain reference value for studying the system dynamic behavior under different signal 
excitations.

Keywords: System resonance, NLFM signal, Signal enhancement, Real-time scale 

transformation 
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