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　 　 研究了在不同的相互作用和隧穿耦合强度比值情况下双势阱中冷原子的隧穿现象．两格点ＢｏｓｅＨｕｂｂａｒｄ模型
不能完全解释实验．为此，对此模型做了高阶修正．取双势阱的基态和第一激发态作基矢，写出哈密顿量的表示，解
释了用两格点ＢｏｓｅＨｕｂｂａｒｄ模型分析实验时参数不能定量符合的原因．另外，通过计算两阱中原子纠缠度的变化，
结合三态上原子布居数分布，直观描述了整个隧穿过程．
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国家自然科学基金（批准号：１０６０４００９，５０９３５００１）和国家重点基础研究发展计划（批准号：２００６ＣＢ９２１４００）资助的课题．
 Ｅｍａｉｌ：ｓｔａｎｌｅｙ＿１０１２＠ １６３ ｃｏｍ

１ 引 言
原子的激光冷却是上世纪末最活跃的研究领

域之一． １９９７ 年，ＣｏｈｅｎＴａｎｎｏｕｄｊｉ［１］，Ｃｈｕ［２］和
Ｐｈｉｌｌｉｐｓ［３］三人因对此领域的贡献而荣获诺贝尔物
理学奖．通过与激光相互作用，原子温度可由室温
冷却到几ｍＫ，由于这时ｄｅ Ｂｒｏｇｌｉｅ波长和原子间的
长度可比拟，原子的物质波特性开始显露出来，由
此可观察到新的物理现象，如ＢｏｓｅＥｉｎｓｔｅｉｎ 凝
聚［４—６］等，并使得物质波干涉等实验能够进行．现在
由激光冷却得到的冷原子以及激光对原子的操纵
作用已经成为很多实验的基础，在超高分辨光谱、
量子频标、固体表面特性、原子反射、原子衍射、原
子干涉、ＢｏｓｅＥｉｎｓｔｅｉｎ实验等方面都发挥着重要的
作用［７—１４］．

２００７年８月，德国科学家Ｆｌｌｉｎｇ等［１５］报道了
他们直接观察到二阶原子隧穿的工作．这一工作引
起了对冷原子隧穿现象的广泛关注．他们发现，在
原子间相互作用较弱，隧穿耦合占主要地位时，单
个原子能够独立隧穿．而存在强的斥力相互作用
时，位于势垒一侧的两个原子难以分开，实验发现
它们在一个二阶共同隧穿过程中成对隧穿．他们通
过记录随时间变化的原子位置和相位相干性描述

了强弱相互作用下的单原子隧穿及双原子关联
隧穿．

本文先利用两格点ＢｏｓｅＨｕｂｂａｒｄ模型研究在
不同的相互作用（Ｕ）和隧穿耦合（Ｊ）强度比值情况
下冷原子的隧穿现象，计算了单、双原子隧穿过程
中双势阱左右两阱中原子的布居数（用平均位置体
现），并对比实验结果作了讨论．随后对两格点Ｂｏｓｅ
Ｈｕｂｂａｒｄ模型做了高阶修正．取双势阱的基态和第
一激发态作基矢，写出了Ｈａｍｉｌｔｏｎ量的表示式，进
而求得此表示下单、双原子隧穿时两阱中原子的布
居数变化，并讨论了新模型的优势．另外，计算了两
阱中原子纠缠度的变化，结合三态上的布居数分
布，直观描述了整个隧穿过程．

２ 两格点ＢｏｓｅＨｕｂｂａｒｄ模型
　 　 考虑紧束缚近似，忽略双势阱左右阱原子间的
相互作用，则相互作用的Ｂｏｓｅ子可以由双模Ｂｏｓｅ
Ｈｕｂｂａｒｄ Ｈａｍｉｌｔｏｎ量来描述［１６］，
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隧穿矩阵元，Ｌ，Ｒ 分别为原子处于左、右阱时的
波函数，Ｖ ｅｘｔ为激光产生的光晶格势，ｍ为双阱中原
子的质量． Ｕ ＝ ｇ∫ Ｌ，Ｒ ４ ｄｒ为处于同一阱中的两原
子间相互作用能，其中ｇ ＝ ４πａ ｓ２ ／ ｍ，ａ ｓ 为正散射
长度． ａ^Ｌ，Ｒ和ａ^Ｌ，Ｒ分别为左、右阱中Ｂｏｓｅ子基态的产
生、湮没算符，Δ为两阱势能差．算符ｎ^Ｌ，ｎ^Ｒ 分别代
表左、右模式中的原子数．在紧束缚近似下，原子的
量子态可用Ｆｏｃｋ态基矢表示，其中，ｎ^Ｌ，ｎ^Ｒ 均为非
负整数．对于单原子来说，两个态｜ １，０〉和｜ ０，１〉由
隧穿矩阵元耦合．对于双原子来说，原子间的相互
作用会导致单原子隧穿发生失谐，当原子间相互作
用远大于隧穿耦合时，单原子跃迁被抑制．然而，势
阱对称的情况下（Δ ＝ ０），｜ ０，２〉态和｜ ２，０〉态的能量
总相等，这两态的直接跃迁仍是共振的，这个过程
对应双原子成对隧穿．

为表征原子布居数随时间的变化，定义平均位
置为

〈ｘ〉＝ ＮＲ － Ｎ( )
Ｌ ／ ＮＬ ＋ Ｎ( )

Ｒ ， （２）
其中，ＮＬ，ＮＲ 分别为左、右阱中原子总数，平均位置
表示相对于中间势垒的位置，单位为ｄ ／ ２，其中ｄ为
两阱之间的间隔．

在三态描述下，任意给定一组双阱参数Ｕ，Ｊ，Δ，
原子对的时间演化可由（１）式中的Ｈａｍｉｌｔｏｎ量计算
得到．问题归结为计算如下Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程：

ｉ ｄ Ψ〉ｄｔ ＝ Ｈ Ψ〉． （３）
　 　 Δ ＝ ０时，可将（１）式中的Ｈａｍｉｌｔｏｎ量对角化． Δ
≠０，可运用数值方法对上述方程求解．在三态描述
下，体系的波函数可表示为

Ψ〉＝ Ｃ０ ０，２〉＋ Ｃ１ １，１〉＋ Ｃ２ ２，０〉． （４）
则平均位置为

〈ｘ〉＝ Ｃ０ ２ － Ｃ２
２ ． （５）

　 　 此处考虑初态为｜ ２，０〉的情况，即Ｃ０（０）＝ ０，
Ｃ１（０）＝ ０，Ｃ２（０）＝ １，易得平均位置随时间演化如
图１所示．图１给出了双势阱中间势垒分别为Ｖ ｓ ＝
５ ５Ｅ ｒ（Ｊ ／ Ｕ≈ １ ５）和１１ １Ｅ ｒ（Ｊ ／ Ｕ≈ ０ ２）时的情况
（Ｅ ｒ ＝ ｈ２ ／ ２ｍλ２ 为反冲能量，其中ｍ为原子质量，λ
＝ ７６５ ｎｍ为短晶格波长）．
图１（ａ）为相互作用较弱时的平均位置图像，图

１（ｂ）为相互作用较强时的图像．图中的圆点为文献
［１５］中实验所得数据，由上图可知，两格点Ｂｏｓｅ
Ｈｕｂｂａｒｄ模型不能完全解释实验结果．在相互作用
较弱时，根据两格点ＢｏｓｅＨｕｂｂａｒｄ得到的结果与实

验结果相差较大；在相互作用较强时，两格点Ｂｏｓｅ
Ｈｕｂｂａｒｄ模型得到的结果与实验符合较好．

图１　 平均位置随时间演化图像　 （ａ）Ｖ ｓ ＝ ５ ５Ｅ ｒ，Ｊ ／ Ｕ≈１ ５，
（ｂ）Ｖ ｓ ＝ １１ １Ｅ ｒ，Ｊ ／ Ｕ≈０ ２

３ 两格点ＢｏｓｅＨｕｂｂａｒｄ模型的高阶
修正

　 　 在上面的模型中，取单原子处于左、右阱中的
波函数作为基矢，但实际上，这样的基矢取法是存
在问题的．严格来说，这两个波函数并不正交．当双
阱中间势垒较高，原子间相互作用较强时，两阱中
的波函数重叠极少，此时，用此模型没有很大偏差；
但当双阱中间势垒较低，原子间相互作用较弱时，
两阱中的波函数重叠加大，两波函数不是正交的，
不能直接用它们作为基矢，对整个系统的波函数进
行展开．此时，把双势阱整体看作一个特殊的势阱
处理，０ 和１ 分别为其基态和第一激发态的波函
数，以这两波函数作为基矢，由它们的线性组合来
表示原子处于左右阱时的波函数，能够得到更合理
的结果［１７—２０］

Ｌ ＝
０ － １

槡２
，

Ｒ ＝
０ ＋ １

槡２
．

（６）

此时，把
Ψ^ ＝ ０ ｂ^ ０ ＋ １ ｂ^ １ （７）

代入两体相互作用Ｈａｍｉｌｔｏｎ量
Ｈ^ ＝ ∫Ψ^  ( )ｒ Ｈ０ Ψ^( )ｒ ｄｒ

＋ １
２ Ψ^  ( )ｒ Ψ^  ( )ｒ′ Ｖ ｒ，( )ｒ′
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× Ψ^( )ｒ Ψ^( )ｒ′ ｄｒｄｒ′ （８）
其中

Ｖ（ｒ，ｒ′）＝ ｇδ（ｒ － ｒ′）． （９）
且相应地取

ｂ^ ０ ＝
ａ^Ｌ ＋ ａ^Ｒ

槡２
，

ｂ^ １ ＝
ａ^Ｒ － ａ^Ｌ

槡２
． （１０）

由此，可得
Ｈ^ ＝ － １

２ Δ ｎ^Ｌ － ｎ^
( )

Ｒ － Ｊ ａ^

Ｌ ａ^Ｒ ＋ ａ^


Ｒ ａ^( )
Ｌ

＋ １
２
Ｕ ｎ^Ｌ ｎ^Ｌ －( )１ ＋ ｎ^Ｒ ｎ^Ｒ －( )( )１

＋ ２ＵＬＲ ｎ^Ｌ ｎ^Ｒ ＋
１
２
ＵＬＲ ａ^Ｌ ａ^


Ｌ ａ^Ｒ ａ^Ｒ ＋ ａ^


Ｒ ａ^

Ｒ ａ^Ｌ ａ^( )

Ｌ

＋ － Δ( )Ｊ （ａ^Ｌ ａ^Ｌ ａ^Ｌ ａ^Ｒ ＋ ａ^Ｌ ａ^Ｒ ａ^Ｌ ａ^Ｌ
＋ ａ^Ｒ ａ^


Ｒ ａ^Ｒ ａ^Ｌ ＋ ａ^


Ｒ ａ^

Ｌ ａ^Ｒ ａ^Ｒ）． （１１）

　 　 在本文中的三态描述下，上述哈密顿量可写作
如下形式：
Ｈ^ ＝ － １

２ Δ ｎ^Ｌ － ｎ^
( )

Ｒ － Ｊ′ ａ^

Ｌ ａ^Ｒ ＋ ａ^


Ｒ ａ^( )
Ｌ ＋ ２ＵＬＲ ｎ^Ｌ ｎ^Ｒ

＋ １
２
Ｕ ｎ^Ｌ ｎ^Ｌ －( )１ ＋ ｎ^Ｒ ｎ^Ｒ －( )( )１

＋ １
２
ＵＬＲ ａ^Ｌ ａ^


Ｌ ａ^Ｒ ａ^Ｒ ＋ ａ^


Ｒ ａ^

Ｒ ａ^Ｌ ａ^( )

Ｌ ， （１２）
其中

Ｊ′ ＝ Ｊ ＋ ΔＪ，
ΔＪ ＝ － ｇ∫３ＬＲ ｄｒ，
ＵＬＲ ＝ ｇ∫２Ｌ２Ｒ ｄｒ．

（１３）

　 　 实际上，Ｊ应由（１３）式中给出的Ｊ′代替．这正
好解释了隧穿矩阵元的实验结果与理论值之间存
在的３％—１０％的偏差［１５］．在两格点ＢｏｓｅＨｕｂｂａｒｄ
模型中，类似∫ｍＬ ｎＲ ｄｒ（ｍ，ｎ≥ １，ｍ ＝ ４ － ｎ）的项被
忽略掉，从而理论结果与实验结果出现了偏差．而
在此部分，我们选定０和１作为基矢，且保留了这
样的高阶项．由此，我们可以得到更好的结果．图２
给出了修正后得到的结果，图２中的圆点是与图１
中相同的实验数据点．比较图１与图２可知，在相互
作用较弱时，修正的作用极明显；在相互作用较强
时，修正的作用较小．由上述可知，两格点Ｂｏｓｅ
Ｈｕｂｂａｒｄ模型适应与否，与隧穿耦合和相互作用强
度比值关系有密切关系．只有当原子间相互作用相

对较强时，两阱中的波函数重叠极少，用两格点
ＢｏｓｅＨｕｂｂａｒｄ模型能得到理想的结果．而当隧穿耦
合相对较弱时，两阱中的波函数重叠加大，两格点
ＢｏｓｅＨｕｂｂａｒｄ模型变得不再适用．修正后模型不受
此限制，有更广泛的适用性，显示出明显的优势．

图２　 模型修正后的平均位置随时间演化（曲线为模型修正后
得到的结果，圆点为实验数据点）　 （ａ）Ｖ ｓ ＝ ５ ５ Ｅ ｒ，Ｊ ／ Ｕ≈１ ５，
（ｂ）Ｖ ｓ ＝ １１ １Ｅ ｒ，Ｊ ／ Ｕ≈０ ２

４ 隧穿的直观描述
　 　 下面我们通过纠缠度的变化来描述关联隧穿
过程．对（４）式中给出的波函数，纠缠度采用如下
定义［２１—２４］：

ＰＥ ＝ ２ Ｃ０Ｃ２ －
Ｃ２１
２
． （１４）

然后结合纠缠度的演化分别解释强弱相互作用下
发生的隧穿过程．
４． １．弱相互作用
　 　 由图３可知，初始时刻（ｔ ＝ ０），所有原子位于左
阱（平均位置为－ １），原子处于｜ ２，０〉态，显然纠缠
度为０． ０—０ １４ ｍｓ过程，平均位置由－ １到１，完成
一个由｜ ２，０〉到｜ ０，２〉的跃迁，但是此两原子隧穿的
主要过程并非关联隧穿．由三态上的布居数分布可
以得到此过程由两个单原子隧穿组成，｜ １，１〉态上
的布居数正好变化一个周期，两个原子先后发生隧
穿．在０ １４ ｍｓ处，原子已大部分转移到｜ ０，２〉态，此
时，｜ １，１〉态布居数为０，｜ ２，０〉态仅含有少量原子，
纠缠度出现一个较小峰值． ０ １４—０ ２８ ｍｓ这段过
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程，部分原子由｜ ０，２〉转移到｜ ２，０〉态，纠缠度峰值
逐渐增大，两原子逐步建立起关联，关联隧穿逐渐
显现出影响． ０ ２８—０ ４２ ｍｓ，纠缠进一步加强．在约
０ ４２ ｍｓ时，｜ １，１〉态上布居数为０，此时系统态为
｜ ２，０〉＋ ｜０，２〉，纠缠度最大，接近于１．实际上，由纠

缠度定义易知，｜ １，１〉态和｜ ２，０〉＋ ｜ ０，２〉态均为纠
缠度最大（ＰＥ ＝ １ ）的态．此隧穿过程实际为这两
种态相互竞争的过程，由此容易理解，｜ １，１〉态上布
居数为最大值０ ５及最小值０时，纠缠度都取得极
大值的原因．

图３　 弱相互作用下（Ｊ ／ Ｕ≈１ ５）纠缠度及三态上原子布居数分布　 （ａ）原子平均位置，（ｂ）纠缠度，（ｃ）态｜ ０，２〉上原子布居数，
（ｄ）态｜ １，１〉上原子布居数，（ｅ）态｜ ２，０〉上原子布居数

图４　 强相互作用下（Ｊ ／ Ｕ≈０ ２）纠缠度及三态上的布居数分布　 （ａ）原子的平均位置，（ｂ）纠缠度，（ｃ）态｜ ０，２〉上的原子布居
数，（ｄ）态｜ １，１〉上的原子布居数，（ｅ）态｜ ２，０〉上的原子布居数
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４． ２．强相互作用
　 　 由图４可知，强相互作用（Ｊ ／ Ｕ ＝ ０ ２）时，Ｊ的作
用较弱，即单原子隧穿影响较小，此隧穿过程中单
原子隧穿频率变慢，且幅度较小．在０—０ ７ ｍｓ时间
内，｜ ０，２〉上的原子数一直增加，｜ ２，０〉上的原子数
一直减小（当然仍有小的起伏，由单原子隧穿所
致），显然此种情况下主要过程为两原子隧穿，且是
共同隧穿．又由纠缠度一直增大的趋势可知，此两
原子隧穿为关联隧穿．纠缠度于０ ７ ｍｓ左右达到最
大．接下来的过程，纠缠度不断减小，关联隧穿仍是
主要过程，不过纠缠度逐渐减小，原子完成的仍是
从｜ ２，０〉态到｜ ０，２〉态的跃迁，即由左阱到右阱的共

同隧穿．

５ 结 论
　 　 本文先通过两格点ＢｏｓｅＨｕｂｂａｒｄ模型研究了
双势阱中冷原子的关联隧穿，发现由两格点Ｂｏｓｅ
Ｈｕｂｂａｒｄ模型得到的结果不能很好的与实验相符．
我们通过改换基矢，得到了一个新的Ｈａｍｉｌｔｏｎ量表
示来描述双势阱中冷原子的运动，并对修正后模型
的优势作了讨论．另外，结合纠缠度的计算，考察三
态上的布居数分布，得到了双原子隧穿过程的直观
描述．
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