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将自由状态下呈弹道扩散的非各态历经系统置于周期场中，进而将非各态历经布朗运动分为两类 +第一类是
阻尼核的 ,-./-01变换的低频为零的系统，当温度远大于势垒高度时，系统平均能量的动能部分依赖粒子的初始速
度分布；随温度降低，系统的各态历经性得到恢复 +然后将第一类系统的稳定速度变量作为一个内部噪声，再去驱
动一个自由布朗粒子，则阻尼核的 ,-./-01变换在零频时为无穷大 +结果发现，粒子扩散系数随温度的增加而趋于
零，显示一种经典局域化特征，系统的渐进分布依赖于初始坐标分布 +这是第二类非各态历经性运动，不能通过外
加势而恢复 +
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" D 引 言

各态历经假设是平衡态统计物理与非平衡态统

计物理的大部分研究工作的基础，最早由 E5/FG<-BB
提出 +一个正则系统在各态历经条件（即力学量系综
平均等于它的时间平均）约束下，系统长时间后一定

走向平衡，也就是它的稳定分布不依赖于其初始准

备的坐标或速度 +迄今对非各态历经的研究主要集
中在哈密顿系统和简单的自由场情形，而对于随机

系统和复杂势场情形则从未涉及 +很少有实例来帮
助人们理解各态历经性被破坏的原因以及它与平衡

性的关系 +这也是各态历经假设饱受争议的一方面
原因 +近年来，由于实验手段的进步，人们对小系统
（尺度小于"## B<）行为的研究倾注了极大的兴趣，
发现满足涨落耗散定理的极端非欧姆摩擦系统（如

弹道扩散系统和局域化系统）自由场中各态历经被

破坏［"，’］+这种具有非各态历经特点的非平衡热力
学，无论在理论上还是在实验上都具有挑战性［)—&］+
运动粒子的布朗运动动力学演化遵守广义

,-BH16=B方程（I,:）［7］，是描述非 2-3456随机过程的
一种直观方式，可应用于反常输运行为系统和复杂

小系统的研究［%］+另一方面，很多物理、化学以及通
信领域中的问题都可以用周期势的布朗运动模型进

行研究，如约瑟夫森结、电荷密度波、超离子导体、外

势场中的偶极子旋转、锁相环和同步现象、表面扩散

等 +此外，由于晶格的周期性结构，周期势模型还被
广泛应用于各种晶体材料和器件的研究 +
为了使非各态历经问题的研究更具普遍意义，

本文考虑周期势中的非 2-3456布朗运动 +将非各态
历经分为两类，并在一个框架下来显示和讨论 +分析
系统的平均能量及扩散系数对初始分布的依赖性；

比较两类非各态历经系统在外势作用下的特点；特

别研究了经典局域化系统的扩散系数随温度的变化

情况 +

’ D 第一类非各态历经运动

用一种“带通”噪声，即文献［$］提出的简谐速度
噪声（JKL），作为内部热噪声，其阻尼核函数的
,-./-01变换在低频正比于频率 +这是一种声子谱，
是由系统速度与环境振子坐标的耦合所引起 +在零
频处功率谱恒为零，2-3456低频摩擦（有效摩擦）为
零 +已有的研究表明这种噪声诱发自由粒子发生热
扩散的极限：超弹道扩散（即粒子的方均位移正比于

时间的平方）+现考虑一个单位质量的布朗粒子在这
种噪声驱动下，在一维周期势 !（ "）M N !# 05O（ "）
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中运动，运动方程如下 !"#：

!$ %!
"

&!
（ " ’ #）!·（ #）( # % $)（!）* %（ "），（+）

式中!（ " ’ #）是记忆阻尼核函数，%（ "）代表简谐速
度噪声，满足 ,-./ 涨落耗散定理〈 %（ "）%（ #）〉*
&0 ’!（ " ’ #）1这里 ’ 为热浴温度，阻尼核函数为

!（ " ’ #）* "&#2

$
2
+ ’$

2
2
［’$+ 345（$+ 6 " ’ # 6）

%$2 345（$2 6 " ’ # 6）］， （2）

图 + 不同温度和初始速度分布下布朗粒子的平均动能和平均势能 $& * +，"" * &7&&+，# * +，% * +，"& * +，｛(2&｝* &0 ’&，｛!&｝* &

（8）〈)9〉’ * :，’& * &，:，+&；（.）〈)9〉’ * +，’& * &，+，2；（;）〈)5〉’ * :，’& * &，:，+&；（(）〈)5〉’ * +，’& * &，+，2

其中$+ 和$2 为方程$
2 %#$ %%2 * & 的两根，#

和%2 分别为 <=>的阻尼和频率，"& 为 <=>的低频

?8@9/A强度 1为了将方程（+）转换成一个 ?8@9/A型
"8BC3ADB方程组［E，+&］，现引入两个中间变量［++］

&（ "）* ’!
"

&!
（ " ’ #）!·（ #）( # % %（ "），

*（ "）* ’!
"

&
［ +!（ " ’ #）%#!（ " ’ #）］!·（ #）( #

（F）
替换方程（+）中的积分项，则运动方程转化为一个 G
维 ?8@9/A型 "8BC3ADB方程组，即

!·（ "）*’（ "），

’·（ "）*&（ "）% ,（!（ "）），
+&（ "）* ’#&（ "）’"&#’（ "）

’%2 -（ "）’ *（ "）%#(（ "）， （H）

*·（ "）*%2（&（ "）’ %（ "）），

-·（ "）* %（ "），

%·（ "）* ’#%（ "）’%2 -（ "）%#(（ "）1
这里噪声变量 %（ "），-（ "）的初始分布满足两个独立
的高斯分布，其二次矩为

〈 %2&〉*"&#&0 ’，

〈-2
&〉*"&#&0 ’

%2 1

由（F）式可知，&（ "）和 *（ "）的初始分布条件为&& *
%&，*& * & 1
我们使用二阶随机 I-BC3J,-KK8 方法［+2，+F］对方

程组（H）进行数值模拟 1取粒子的初始速度分布为高
斯函数，满足｛(（&）｝* &，｛(2（&）｝* &0 ’& L.，其中
｛·｝代表初始值平均，’& 为系统初始温度 1

!"#" 系统初始准备对其稳定分布的影响

图 + 给出了不同温度下布朗粒子的平均动能
〈)9〉和平均势能〈)5〉随时间的变化，这里粒子的初

始坐标选为坐标原点，但初始温度分布不同 1可见，
在低温到中等温度，如 ’ * +时，粒子稳态的平均动
能不依赖初始速度；当温度升高，如 ’ * : 时，稳态
平均动能依赖初始速度；平均势能的稳态值在 ’ * +
和 ’ * :两种情况下，都与初始速度分布无关 1这表
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明粒子的速度是一个非各态历经变量，而坐标是一

个各态历经变量 !因为当温度远大于势垒高度时，粒
子运动很活跃，周期场的束缚作用弱小，粒子相当于

在自由场中运动 !由于系统的有效摩擦 !!（"）#

!
$

"!
（ "）% " 等于零，导致系统与环境之间的能量交换

不充分，粒子的初始动能没有被完全消耗掉，即它的

速度二次矩对其初始准备有记忆，表现为非各态历

经 !而低温时，粒子被束缚在势场极小处，这时周期
场的作用相当于束缚场，则外势场弥补了系统能量

耗散及热浴传递给系统热能量的不足，系统的各态

历经性得以恢复 !
在图 &中，我们考察了不同温度下，粒子初始坐

标准备对平均势能和平均动能渐进结果的影响 !从
图 &可见，长时间后粒子的平均动能和平均势能都
不依赖于初始坐标的选择 !

图 & 不同温度和初始坐标分布下布朗粒子的平均动能和平均势能 #" # ’，!" # "(""’，" # ’，# # ’，$" # ’，｛$"｝# "，｛%"｝分别为 "，’，&

（)）〈&*〉，’ # +，｛%"｝# "，’，&；（,）〈&*〉，’ # ’，｛%"｝# "，’，&；（-）〈&.〉，’ # +，｛%"｝# "，’，&；（%）〈&.〉，’ # ’，｛%"｝# "，’，&

由以上结果和分析可知：阻尼核函数的 /).0)-1
变换低频为零的粒子在周期场中运动时，非各态历

经性和各态历经性随温度的变化而发生转换 !高温
时，粒子相当于在自由场中做弹道扩散，系统的稳态

平均动能依赖于它的初始速度准备，呈现非各态历

经性 !随着温度的降低，粒子受到势的束缚作用，各
态历经性得到恢复 !如果布朗运动的速度是非各态
历经变量，而坐标是各态历经变量，本文称为第一类

非各态历经运动，其可通过一个外部束缚势场得以

恢复 !

!"!" 谱密度分析

若一个随机变量能被当作噪声，其关联函数必

须具有时间平移不变性 !现考查周期场中粒子的速
度变量，图 2为它的关联函数曲线 !从中可以看到，
速度关联是稳定的，因此可以把这个随机变量 $（ "）

图 2 噪声关联函数 时间步长!" 分别取 "(’，"(""’，’ # ’

作为一个噪声源 !我们对关联函数进行如下 /).0)-1
变换：
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图 +给出了 !（!）曲线 )在低温（如 # ! #,*）时，
!（!）在零频处为一有限值；在高温（如 # ! *）时，!
（!）在零频附近发散，这与自由场的结果相似 )若这
种噪声被当作内部噪声，根据涨落耗散定理可知，记

忆阻尼核函数的 -.&/.0$变换在低频发散，即系统的
1.2345阻尼强度趋于无穷大 )故此系统的功率谱依
赖于热浴温度 #，特别是当温度远大于周期势场的
位垒高度时，系统的有效阻尼无穷大，将在自由粒子

初始所处的位置上添加一个阻尼陷阱 )

图 + 阻尼核函数的 -.&/.0$变换随频率的变化 （.）周期场情

形，（6）自由场

7, 第二类非各态历经运动

!"#" 模型的建立

现用以上噪声#（ "）! $（ "）去驱动另外一个自
由粒子，仍用 8-9来描述 )但由于周期场的存在，无
法写出阻尼核函数的解析形式，因此粒子的运动方

程不能写成一个显式 )下面我们通过数值方法来构
造 8-9)记!（ "）和 $（ "）为一维数组，分别记录 % 个
轨道在不同时刻阻尼核的值和粒子的速度 )稳态的
噪声#（ "）满足 :;64涨落耗散定理

〈#（ "）#（ &）〉! ’< #$（ " ’ &）)
第 ( 个粒子 " 时刻（ " ! )""，其中"" 为时间步长）的
记忆速度项

!
"

#$
（ " ’ &）*（ &）( & ! "

)’=

’ ! #
$（［ ) ’ ’］""）*（’""）""，

则粒子运动的方程组可表示为如下形式：

+, ! *，

+* ! ’"
)’=

’ ! #
$（［ ) ’ ’］""）*（’""）"" >#（ "）)

（?）
对 % 个轨道分别运行- 步之后，即在 " ! -""

时刻，得到粒子的坐标二次矩〈,@（ "）〉和速度二次
矩〈*@（ "）〉的一组数据 )
图 *显示了自由粒子的坐标和速度二次矩随时

间的变化曲线 )从图 *可见，长时间后粒子的方均位
移不再随时间增长，相当于粒子的扩散被局域化 )粒
子的坐标二次矩的渐进值依赖于坐标的初始准备，

而速度二次矩依然满足能量均分定理，其渐进值不

依赖它的初始值 )故此粒子的坐标是一个非各态历
经变量，而速度是一个各态历经变量 )
图 ?为加入简谐势后粒子坐标二次矩随时间的

变化 )从图 ?可见，长时间后坐标二次矩依然依赖于
坐标的初始值，即这种非各态历经性不能通过外加

束缚势恢复到各态历经 )这是因为局域化时，系统的
有效摩擦强度为无穷大，粒子被局域在其初始位置

附近作振荡，导致原来的自由系统不能随时间的增

长而无限地扩散 )即使加上一个外部束缚势，粒子坐
标二次矩的渐进值仍依赖于初始分布，那么系统就

不可能恢复各态历经性 )

!"$" 扩散系数

扩散系数是反映系统扩散能力的一个重要序参
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图 ! 不同初始坐标准备下自由布朗粒子的坐标和速度二次矩

! " #，! " #，" " #，#$ " #，!" " $%$$# &（’）｛#$｝" $，（(）｛$$｝" $

量 &对于正常扩散，有〈$)（ "）〉*〈$（ "）〉) " )%" &根
据 +,(-理论，扩散系数 % 一般定义为［#.，#!］

% " /01
"!2

#
) "〈$)（ "）〉*〈$（ "）〉[ ])

""
2

$
〈#（ "）#（$）〉3 " & （4）

在图 4中，我们研究了此系统的扩散系数随温
度的变化，其中 %$ "#$ &5 ! 是自由粒子的扩散系

数，这里取#$ " #，&5 " # &得到的重要结果如下：扩
散系数 % 随热浴温度呈现非单调变化 &低温时，%
随 ! 的增大而增加，达到一个峰值；随着温度的升

图 6 简谐势中粒子的坐标二次矩随时间的变化规律 $ " #，!

" #，! " #，" " #，#$ " #，!" " $%$$#，｛#$｝" $

图 4 扩散系数随温度的变化曲线

高，扩散系数 % 减小，最后趋于消失 &我们用噪声的
功率谱在零频处的特征来解释这种非单调行为 &令
’#（ "）"〈 #（ "）#（$）〉，代表速度关联函数，其

7’8/’9:变换为

(’#（$）""
2

$
’#（ "）:*$" 3 "

"
’#（$）

$ ; )（$）
， （<）

其中 )（$）为阻尼核的 7’8/’9: 变换 &把（<）式代入
（4）式，可得到扩散系数的另一种表达式，即

% " (’#（$）"
’#（$）
)（$）& （=）

（6）式表明，扩散系数 % 与 )（$）成反比 &我们知道，
有限温度情况下，阻尼核的 7’8/’9:变换在零频处取
极小值，如图 .中 ! " $%!的情形，功率谱在零频处

#>#<#)期 卢 宏等：周期场中非各态历经布朗运动



小于 !" 因此扩散系数存在一个峰值 #!"#，且 #!"# $
#%，此时的噪声加剧粒子的扩散 &高温时，如图 ’中

$ ( )的情形，噪声功率谱在零频处无穷大 &根据（*）
式，扩散系数 #!%，即粒子不发生扩散 &

’ + 结 论

本文建立了一个非 ,"-./0周期场模型，把两类
非各态历经系统纳入一个框架中进行分析和研究，

进而阐明了两类非各态历经系统的特点以及各态历

经性被破坏的原因 &周期场中的布朗运动随热浴温
度的变化呈现非各态历经性和各态历经性的恢复 &

当温度远大于势垒高度时，稳态的平均动能依赖于

粒子的初始速度分布，是非各态历经的；随着温度的

降低，各态历经性得到恢复 &这类阻尼核的 1"23"45
变换低频为零的系统是第一类非各态历经 &若阻尼

核的 1"23"45变换在零频处为无穷大，则粒子坐标二

次矩的渐进值依赖于初始坐标分布，这种非各态历

经性不能通过加束缚势而恢复到各态历经性，被称

为第二类非各态历经运动 &此外，还用 ,/67589"-3/
方法数值计算了第二类系统的扩散系数，发现其随

温度的增加呈非单调变化，最后趋于零，显示为一种

经典局域化 &
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