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利用*+,（%，"）的非齐次玻色-费米实现，研究了*+,（%，"）在./01/23/45-6/78超代数的广义包络代数的子空

间和商空间上的不可分解表示和不可约表示，并给出了它的全部有限维不可约表示9

"&’’：$’(!；$%"$；$%%$

" 引 言

李超代数在超统一理论、核物理、超引力等领域

研究中具有极其重要的应用［%—)］9建立和发展李超

代数的表示理论，是一项很有意义的工作［!—&］9李

超代数的不可分解表示，在描述不稳定粒子体系中

起着重要作用［"$］9:4;3/4等人已经深入研究了一些

李代数和李超代数的不可分解表示［""—"’］9利用李

超代数的非齐次玻色-费米实现，研究李超代数的不

可分解表示，是一种十分有效的方法9在本文中，我

们将涉及李超代数*+,（%，"）［"］9本文的目的，就是

利用*+,（%，"）的非齐次玻色-费米实现，在./01/2-
3/45超代数的广义包络代数的子空间和商空间上研

究*+,（%，"）的不可分解表示9以此为基础，在广义

<=>?空间的子空间上，自然地得到*+,（%，"）的全

部有限维不可约表示9

% *+,（%，"）的不可分解表示

根据文献［")］，*+,（%，"）超代数的生成元标记

为

｛!’，!"，!#，$!*+,（%，"）$%&"，

&#，’"，’#!*+,（%，"）"｝， （"）

并满足如下对易和反对易关系：

［!’，!(］)(!(，［!"，!#］)%!’，

［$，!(］)［$，!’］)$，

［!’，&(］)("%&(
，［!’，’(］)("%’(
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［!(，&"］)&(，［!(，’"］)’(，

［!(，&(］)$，［!(，’(］)$，

［$，&(］)"%&(
，［$，’(］)#"%’(

，

｛&(，&(｝)｛&(，&"｝)｛’(，’(｝)｛’(，’"｝)$，

｛&(，’(｝)(!(，｛&(，’"｝)#!’($*
（%）

按照文献［"］，*+,（%，"）超代数的非齐次玻色-费米

实现，可 以 由 一 对 玻 色 子（+@，+）和 两 对 费 米 子

（,@" ，,"；,@% ，,%）表示为
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考 虑（"@%）态 ./01/23/45-6/78超 代 数 .：

｛+@，+，,@" ，,"，,@% ，,%，/｝，其中/为单位算符，根

据+=02>A4/-B04>CC=DD-60EE定理，我们将它的广义包

络代数!的基选为

｛"（0，1，#"，$"，#%，$%，2｝

$+"0+","#"" ,$"","#%% ,$%%/2%0，1，2!3"，

#"，#%，$"，$%)$，"｝ （)）

其中3@表示全体非负整数的集合*空间!的每一

个矢量都是具有复系数的基矢的线性组合*现在，我

们将代数空间!扩充到!
—

，空间!
—

中的每一个元素

都是以:4A11FA22代数4!的元素作为系数的基矢

的线性组合*
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的表示定义为

"（#$）"（%，&，#!，$!，#"，$"，’）

("（%$!，&，#!，$!，#"，$"，’），

"（#）"（%，&，#!，$!，#"，$"，’）

("（%，&$!，#!，$!，#"，$"，’）

$%"（%)!，&，#!，$!，#"，$"，’$!），

"（*$!）"（%，&，#!，$!，#"，$"，’）

(（!)#!）"（%，&，#!$!，$!，#"，$"，’），

"（*!）"（%，&，#!，$!，#"，$"，’）

(（)!）#!"（%，&，#!，$!$!，#"，$"，’）

$#!"（%，&，#!)!，$!，#"，$"，’$!），

"（*$"）"（%，&，#!，$!，#"，$"，’）

(（)!）#!$$!（!)#"）"（%，&，#!，$!，#"$!，$"，’），

"（*"）"（%，&，#!，$!，#"，$"，’）

(（)!）#!$$!$#""（%，&，#!，$!，#"，$"$!，’）

$（)!）#!$$!#""（%，&，#!，$!，#")!，$"，’$!）+
（#）

设,是由元素-.!生成的左理想，则商空间/

$!
—

／,的基可以取为

｛"（%，&，#!，$!，#"，$"）

("（%，&，#!，$!，#"，$"，%）0%，&!1$，

#!，#"，$!，$"(%，!｝+ （&）

显然，!的表示（#）式在/上诱导的表示为

"（#$）"（%，&，#!，$!，#"，$"）

("（%$!，&，#!，$!，#"，$"），

"（#）"（%，&，#!，$!，#"，$"）

("（%，&$!，#!，$!，#"，$"）

$%"（%)!，&，#!，$!，#"，$"），

"（*$!）"（%，&，#!，$!，#"，$"）

(（!)#!）"（%，&，#!$!，$!，#"，$"），

"（*!）"（%，&，#!，$!，#"，$"）

(（)!）#!"（%，&，#!，$!$!，#"，$"）

$#!"（%，&，#!)!，$!，#"，$"），

"（*$"）"（%，&，#!，$!，#"，$"）

(（)!）#!$$!（!)#"）"（%，&，#!，$!，#"$!，$"），

"（*"）"（%，&，#!，$!，#"，$"）

(（)!）#!$$!$#""（%，&，#!，$!，#"，$"$!）

$（)!）#!$$!#""（%，&，#!，$!，#")!，$"）+（’）

利用

2（3（#$，#，*$!，*!，*$"，*"））

(3（"（#$），"（#），"（*$!），"（*!），"（*$"），"（*"）），

（(）

此处3表示)*+（"，!）的生成元，以及)*+（"，!）的

玻色,费米实现（-）式，可得)*+（"，!）在/ 上的表

示2：

2（4-）"（%，&，#!，$!，#"，$"）

( )5"$%$
#!
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#"（ ）" "（%，&，#!，$!，#"，$"）
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#"，$"）$!"
（)!）#"（!)#"）

·"（%，&，#!，$!，#"$!，$"$!），
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(
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#"$!，$"$!）)!"
（)!）#!（!)#!）

·"（%，&，#!$!，$!$!，#"，$"），

2（4$）"（%，&，#!，$!，#"，$"）

(（5)%)#!)#"）"（%$!，&，#!，$!，#"，$"）

)"（%$"，&$!，#!，$!，#"，$"）)（)!）#!

·（!)#!）"（%$!，&，#!$!，$!$!，#"，$"）

)（)!）#"（!)#"）"（%$!，&，#!，

$!，#"$!，$"$!），

2（4)）"（%，&，#!，$!，#"，$"）

("（%，&$!，#!，$!，#"，$"）

$%"（%)!，&，#!，$!，#"，$"）， （.）

2（/$）"（%，&，#!，$!，#"，$"）
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·!（!"!，#"!，"!，#!，"""!，#"），
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!"

（&!）"!"#!!（!&""）

·!（!，#，"!，#!，"""!，#"），

$（("）!（!，#，"!，#!，""，#"）

’!
!"
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"!"!，#!，""，#"）&!
!"

（&!）""（!&"!）

·（!&""）!（!，#，"!"!，#!，"""!，#""!），

$（(&）!（!，#，"!，#!，""，#"）

’!
!"
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注意到（#）式中（#$#!$#"）的值并不减少，故

由非负整数+",$确定了一个不变子空间%［+］：

%［+］’｛!（!，#，"!，#!，""，#"）"

%-#"#!"#"#+｝， （!%）

但不存在其不变的补空间*因此，我们获得的（#）式

是不可分解表示*
设.是由｛/&$，0!&%!，0"&%"$$"1，%!，%"

"2!｝生成的% 的左理想，则商空间3’%／.是广

义()*+空间，其基可以取为

3：｛!（!，"!，""）%!（!，%，"!，%，""，%）

4,)-.-!","，"!，""’%，!｝* （!!）

（#）式在3上诱导的表示为

$（5.）!（!，"!，""）

’ &)""!"
"!
""

""（ ）" !（!，"!，""）"$!（!"!，

"!，""）"!"
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’
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"!（ ）" !（!，"!，""）"!"
（!&""）%"!（!，"!，

"""!）&!"
（!&"!）%!!（!，"!"!，""），

$（5"）!（!，"!，""）

’（)&!&"!&""）!（!"!，"!，""）&$!（!""，

"!，""）&（!&"!）%!!（!"!，"!"!，""）

&（!&""）%"!（!"!，"!，"""!），

$（5&）!（!，"!，""）

’$!（!，"!，""）"!!（!&!，"!，""）， （!"）

$（%"）!（!，"!，""）
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!"

（&!）"!%!
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!"
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!!
!"

（!!）!"（!!!!）（!!!"）""

·#（"，!!#!，!"#!），

$（%!）#（"，!!，!"）

&!
!"

（!!）!!#!"""#（"，!!，!"）

#!
!"

（!!）!!!"#（"，!!，!"!!）

!!
!"

（!!!!）$#（"，!!#!，!"）

!!
!"

（!!!!）"#（"!!，!!#!，!"）’

如果$，"!，""不全为零，（!"）式是一个无穷维

的不可约表示’当$#"!#""#$时，（!"）式变成

$（(%）#（"，!!，!"）

& !)"#"#
!!
"#

!"（ ）" #（"，!!，!"），

$（*）#（"，!!，!"）

&!"
（!"!!!）#（"，!!，!"），

$（(#）#（"，!!，!"）

&（)!"!!!!!"）#（"#!，!!，!"），

$（(!）#（"，!!，!"）

&"#（"!!，!!，!"）， （!%）

$（+#）#（"，!!，!"）

&!
!"

（!!）!!（)!"!!!）（!!!"）#（"，!!，

!"#!）#!
!"
!!#（"#!，!!!!，!"），

$（+!）#（"，!!，!"）

&!
!"
!!#（"，!!!!，!"）!!

!"
（!!）!!（!!!"）"

·#（"!!，!!，!"#!），

$（%#）#（"，!!，!"）

&!
!"

（)!"!!"）（!!!!）#（"，!!#!，!"）

#!
!"

（!!）!!!"#（"#!，!!，!"!!），

$（%!）#（"，!!，!"）

&!
!"

（!!）!!!"#（"，!!，!"!!）

!!
!"

（!!!!）"#（"!!，!!#!，!"）’

由此可见，如果)",&，（!%）式是无穷维不可

约表示’如果)#,&，显然存在下面的不变子空间：

-（)）：｛#（"，!!，!"）#-."#!!#!"$)，

"#,#，!!，!"&$，!｝，

’()-（)）&*)， （!*）

但不存在其不变的补空间，故当)#,&时，（!%）式

是不可分解表示’只要我们将（!%）式限制到-（)）

上，实质上给出了+,-（"，!）的有限维不可约表示’
此问题的详细讨论，将在下一节进行’

% +,-（"，!）的有限维不可约表示

为了简明起见，我们把-（)）的基重新定义如

下：

./，0，!!，!"〉

& !
（/#0）！（/!0!!!）！（/!0!!"! ）！

·#（/#0，!!，!"）’ （!.）

其中

/&!")&$
，!
"

，!，%
"

，"，⋯

0 &!/，!/#!，⋯，/，当!!&$，!"&$，

0 &!/，!/#!，⋯，/!!，当!!&$，!"&!，

0 &!/，!/#!，⋯，/!!，当!!&!，!"&$，

0 &!/，!/#!，⋯，/!"，当!!&!，!"&!，

则+,-（"，!）在-（)）的新基上的表示为

$（(%）./，0，!!，!"〉

& 0#
!!
"#

!"（ ）"./，0，!!，!"〉，

$（*）./，0，!!，!"〉

&!"
（!"!!!）./，0，!!，!"〉， （!/）

$（(#）./，0，!!，!"〉

&（/!0!!!!!"） /#0#!
（/!0!!!）（/!0!!"! ）

./，0#!，!!，!"〉，

$（(!）./，0，!!，!"〉

& （/#0）（/!0#!!!!）（/!0#!!!"! ）

./，0!!，!!，!"〉，

$（+#）./，0，!!，!"〉

&!
!"

（!!）!!（!!!"）（/!0!!!）

· !
/!0!!! "

./，0，!!，!"#!〉

#!
!"
!! /#0#!

/!0!!! "
./，0#!，!!!!，!"〉，
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!（"#）$%，&，!!，!"〉

’!
!"
!! %#&(!#!! !$%，&，!!#!，!"〉

#!
!"

（#!）!!（!#!"） （%(&）（%#&(!#!!! ）

·$%，&#!，!!，!"(!〉，

!（)(）$%，&，!!，!"〉

’!
!"

（!#!!）（%#&#!"） !
%#&#!! !

·$%，&，!!(!，!"〉(!
!"

（#!）!!!"

· %(&(!
%#&#!! !

$%，&(!，!!，!"#!〉，

!（)#）$%，&，!!，!"〉

’!
!"

（#!）!!!" %#&(!#!! "$%，&，!!，!"#!〉

#!
!"

（!#!!） （%(&）（%#&(!#!"! ）

·$%，&#!，!!(!，!"〉*
其中置"%，%#!，!!，!"〉$"%，%%%!，!!，!"〉$&*显
然，以%为标记的所有"%，&，!!，!"〉架设的表示空

间+（"%），在!的作用下不变*其次，在+（"%）中不

存在!作用下的真子空间*因此，上述表示是一个

’%维的不可约表示*

作为一个特例，我们讨论%$!"
时，()*（"，!）的

（"#"）维不可约表示*考虑到当%$!"
时，（&，!!，

!"）可取四个值，（!
"

，&，&），（%!"
，&，&），（%!"

，!，

&），（%!"
，&，!），因此，对于!（,+），我们有

（&，!!，!"）
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（!
"

，&，&） !
" & & &

（%!"
，&，&） & %!" & &

（%!"
，!，&） & & & &

（%!"
，&，!） & & & &

即
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%
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同理可得
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& & & &

& & #!" &
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#

$
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& & !
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$
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&& &

，
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& & & &

& & !
!"
&
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#!
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$

%

&& & &

， （!’）

!（)(）’

& & & !
!"

& & & &

& !
!"
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#

$

%

&& & & &

，

!（)#）’

& & & &

& & & !
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!"
& & &

#

$

%

&& & & &

*

显然，这种（"#"）维不可约表示!，实质上就

是我们构造()*（"，!）非齐次微分实现时所选取的

不可约表示/*由此说明，在广义-./0空间的子空

间上，可以自然地得到李超代数的有限维不可约

表示1
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我们已经获得了!"#（$，%）超代数的不可分解

表示和有限维不可约表示&我们的方法可以推广到

任意李超代数&
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