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研究了有限维希尔伯特空间含时谐振子的时间演化*通过适当的含时规范变换得到有限维含时谐振子量子态
时间演化的封闭解，并给出量子态的+,--.相位*最后讨论了驱动项对相干态压缩特性的影响*

%&’’：!)$"；!"#(

$ 引 言

有限维希尔伯特空间量子系统有普遍意义，例

如自旋系统，量子光学中有限能级的原子等*近来由
于量子密码，量子通讯以及量子计算等领域研究的

快速进展，有限维希尔伯特空间谐振子研究倍受关

注*有限维希尔伯特空间的谐振子代数，相干态的构
造已被许多作者广泛地研究［$—)］*最近，一个十分
有兴趣的研究进展是，发现选择适当的谐振子代数

可以实现有限维希尔伯特空间谐振子坐标表示［$］*
这一谐振子代数在大!（希尔伯特空间维数）极限
下趋于通常的谐振子代数，波函数变为通常谐振子

本征波函数，即厄米多项式*本文把这一坐标表示实
现的谐振子扩展到含时情况，给出其精确含时解和

时间演化算符*我们也讨论了周期演化的+,--.相
位［(］及含时相干态的压缩特性*含时系统的研究有
重要的实际意义，例如，交变外场驱动下的有限维希

尔伯特空间量子系统*

’ 有限维希尔伯特空间谐振子

考虑由态!!〉，!$〉，⋯，!!〉展开的（!/$）维希
尔伯特空间"文献［$］指出如果选取下列谐振子代数

［#0!，$0］%&$0，［#0!，$01］%$01，

［$0，$01］%$’!&’#0!， （$）

则有

#0!()〉% )’（ ）$’ ()〉， （’）

$0(!〉%$01(!〉%!， （"）

$0()〉% )（!&)’$" ）()&$〉， （)）
$01()〉% （)’$）（!&)" ）()’$〉"（(）

（’）式为谐振子本征方程"算符#0!有（!/$）个本
征态，因此可以看作有限维谐振子的哈密顿算符"相

应地，算符$0和$01是有限维谐振子的湮没算符和
产生算符"而且，可以实现有限维希尔伯特空间谐振
子的坐标表示"其中波函数是

!!)（"）%〈"()〉%*&$)#（+）)（+!’,&$"，!）
-#$
／’（+!’,&$"）， （#）

其中!#)#!，,2$3 ’+." !，2+!#,2$"#
.!，+/.3$"#（+）)（/，!）是)次4-56789:多项
式［#］，*)和#（/）分别是多项式的规一化因子和权
重函数"4-56789:多项式满足相应的正交关系：

〈0()〉%$
!

1%!
!（!）0（"1）!

（!）
)（"1）%$0)，（;）

0，)%!，$，’，⋯，!；"1%（1&+!）,，

并且当)%! 时，!（!）) 3!"#0!，$01，$0的相应算符
形式也在文献［$］中给出"
这样，我们就获得了具有（!/$）个能级的有限

维希尔伯特空间谐振子系统"

" 量子态的时间演化和+,--.相位

本文把坐标表示实现的有限维希尔伯特空间谐

振子推广到含时情况，为此构造下列含时哈密顿算符

20（3）%%（3）#0!’4（3）［$01,<&
（3）’$0,2<&（3）］，

（&）
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!!""
#
$
［（#!%#!$#!#!%）%&%#］， （&）

其中!!"由（#）式给出，!（’），(（’）和"（’）是时间
的任意实函数)（’）式右边第一项是有限维希尔伯特
空间自由谐振子的含时哈密顿算符，第二项表示外

场驱动相互作用)量子态的时间演化遵循含时薛定
谔方程

(!!’*#（’）〉"+
!（’）*#（’）〉， （#"）

其中使用了自然单位$),)#)我们考虑如下含时
规范变换，

*#（’）〉"-!（’）*#.（’）〉， （##）

+!.（’）"-!$#（’）+!（’）-!（’）$(-!$#（’）!!’-
!（’）)

（#$）
含时么正算符的定义为

-!（’）"*+,%
（’）
$
（#!%*-(&（’）$#!*(&（’）［ ］），

（#.）
其中待定实参数%（’）和&（’）与哈密顿算符中的

(（’），"（’）和!（’）有关，在含时规范变换下，薛定
谔方程形式不变

(!!’*#.（’）〉"+
!.（’）*#.（’）〉) （#/）

如果%（’）和&（’）满足下面方程

%
·
"$(0(1（"%&）， （#2）

#
$
（&
·
$!）0(1%"(340%340（"%&），（#5）

则含时规范变换的哈密顿算符+!.是对角的，即

+!.（’）"/（’）!!"$
&%#（ ）$ %#$

（&%#）!，

（#6）
其中

/（’）"!340%$$(0(1%340（&%"）%$&
·
0(1$%$)

（#’）
（#6）式的计算过程中，使用了下面的关系式，

-!%（’）#!%-!（’）"#!%340$%$$#
!*$(&0(1$%$

$#$
（$!!"$&$#）*(&0(1%，（#&）

-!%（’）#!-!（’）"#!340$%$$#
!%*-$(&0(1$%$

$#$
（$!!"$&$#）*-(&0(1%，

（$"）

-!%（’）!!"-!（’）"
#
$
（#!%*-(&%#!*(&）0(1%

%#$
（$!!"$&$#）3400

%#$
（&%#）， （$#）

-!%（’）(!!’-
!（’［ ］）"$$（!!"$&$#）&·0(1$%$

%#!%*-(&(%
·

$%
&
·

$0(1（ ）%

%#!*(& $(%
·

$%
&
·

$0(1（ ）% )（$$）

（#/）式的一般解可表示为

*#.（’）〉"!
1
21*-(’
（’）（!1$

&%#
$
）*-((*1〉，（$.）

其中

’（’）""
’

"
7’./（’.），

(（’）""
’

"
7’.#$
（&%#）!（’.）， （$/）

!1是算符!!"的本征值18
#
$
；21是与时间无关的

叠加系数，由#（’）和-!（’）的初始条件决定)因此，
原薛定谔方程（#"）的一般解可通过么正变换（##）式
得到)很容易证明

*#（’）〉"-!（’）*-(’（’）（!!"$
&%#
$
）*-((（’）-!%（"）*#（"）〉，

（$2）

其中##（"）〉)!121-
!（"）*1〉，则时间演化算符

为

3!（’，"）"-!（’）*-("
（’）*

-(’（’）（!!"$
&%#
$
）

-!%（"），
（$5）

并且满足么正演化算符的特性

3!%（’，"）"3!（"，’）"-!（"）*((
（’）*(’
（’）（!!"$

&%#
$
）
-!%（’），
（$6）

3!（’$，’#）"3!（’$，"）3!%（’#，"）) （$’）

假定初始时刻系统+!处于!!"的本征态#1〉，且

-!（"）)#即初始时刻无驱动，则系统总相位为

)9（’）"$"
’

"
7’./（’.）!1$

&%#（ ）［ $

%#$
（&%#）!（’. ］）

""
’

"
7’.〈1*-!%（’.）(!!’.-

!（’.［ ）

$-!%（’.）+!（’.）-!（’. ］）*1〉)（$&）
系统+!由初态#1〉开始演化的动力学相位

):"$"
’

"
7’.〈#（’.）+!（’.）#（’.）〉
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!"!
#

!
"#$〈% &#$（#$）’#（#$）&#（#$）%〉（%!）

恰为（&’）式中第二项(
接着我们考虑绝热近似下的()**+相位,在绝

热条件下，（-.）式和（-/）式中的时间微分项!
·
，"
·
可

忽略，因而

"!)!"#，
-
&$012!*

（"-）)+340!!!，

（%-）
其中)为任意整数(由（-’），（&!），（&-）和（%-）式很
易证明

&#$（#）’#（#）&#（#）! -
&$340!"

（"-）)+012（ ）!
,（&-#!"."-）*

-
&$
（.*-）， （%&）

因此，在绝热条件下，&#（#）"%〉成为哈密顿’#（#）的
瞬时本征态(按照文献［.，5，6］中的定义，（&’）式中

的第一项正是系统 ’#（#）随时间演化而出现的

()**+相位(如果&#（/）7&#（!），则

%(!!
/

!
"#$〈%0&#$（#$）1""#$&

#（#$）0%〉

!!
/

!
"#$ "（&-%"."-）"

·
012&!［ ］&

!"#（&-%"."-）012&!&""
!（&%".）#012&!&"#， （%%）

其中

012&!&!
-
&
$$* $&*8+% &

$&*8+%
&

’

(

)&
( （%8）

可见，有限维希尔伯特空间谐振子()**+相位与空
间维数有关，当空间维数为奇数时，存在()**+相位

恒为!的量子态".&
〉(

另外，我们看到系统’#（#）的总相位%9（#）正是

系统’#$（#）的动力学相位(事实上，动力学相位和

()**+相位就其根源来说都是动力学的［6］，哈密顿

量’#（#）和’#$（#）由规范变换相联系，在规范变换
下()**+相位被转化为动力学相位，但总相位保持
不变［’，-!］(

8 含时相干态的压缩特性

我们讨论驱动项对有限维希尔伯特空间谐振子

系统相干态压缩特性的影响(文献［-］中构造了有限
维希尔伯特空间谐振子系统的相干态

0&〉!):;（&1#$"&*1#）0!〉

!（-* & &）".／&):;（&1#$）0!〉

!（-* & &）".／&+
.

%!!
2%% .&%0%〉，（%.）

其中&是复数(用%.1#和&%.
分别代替1#和&，当

.,<时就变为通常谐振子的相干态(
利用时间演化算符（&/）式，仍选取!（!）7!，湮

没算符和产生算符的时间演化由下式给出，

1#（#）!1#3-（#）*1#$3&（#）

*（&-#!"."-）3%（#）， （%/）

1#$（#）!1#$3*-（#）*1#3*&（#）

*&（-#!"."-）3*%（#）， （%5）
其中

3-（#）!)=1’340&
!
&
， （%6）

3&（#）!=)=1’)=&1"012&
!
&
， （%’）

3%（#）!"
-
&)

=1"012!( （8!）

-#!的时间演化为

-#!（#）!
-
&
［1#$)1’)=1"012!*1#)=1’)1"012!

*（&-#!"."-）340!*（.*-）］(
（8-）

我们定义两个含时正交厄米算符，

4#-!
-
&
［1#)1’*1#$)=1’］， （8&）

4#&!
-
&1
［1#)1’"1#$)=1’］( （8%）

对易关系为

［4#-，4#&］!
-
&1
［1#$，1#］!-&1

（&-#!"."-）(

（88）
利用（%/），（%5）式得到

4#-（#）!5--（#）1#*5-&（#）1#$

*5-%（#）（&-#!"."-）， （8.）

4#&（#）!5&-（#）1#*5&&（#）1#$

*5&%（#）（&-#!"."-）， （8/）
其中

5--!
-
&
（3-)1’*3*&)=1’）， （85）

5-&!
-
&
（3&)1’*3*-)=1’）， （86）

5-%!
-
&
（3%)1’*3*%)=1’）， （8’）
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!!""
"
!#
（#"$#!$#!!$%#!）， （&’）

!!!"
"
!#
（#!$#!$#!"$%#!）， （&"）

!!("
"
!#
（#($#!$#!($%#!）% （&!）

令&（’)(（)））*〈""’)!(（)）""〉%〈""’)(（)）""〉!，由
（+&），（+,）式得到

&（’)(（)））"$*（"+ " !）$!（!!("""+!!(!"!"!

+!!("!(!""!）

$+*（"+ " !）$!" !（!!((""!

+!("!(("+!(!!(("!）

+!*（"+ " !）$"（!("!(!+!("!(("
+!(!!(("!+!("!(!""!+!!!((""!）

$*!("!(!， （&(）
其中利用了对易关系式（"）和下面的关系式，

〈" ,)"〉"*（"+ " !）$""， （&+）

〈" ,)-"〉"*（"+ " !）$""!， （&&）

〈" -)’"〉"*（"+ " !）$"""!+
"
!
，（&,）

〈" ,),)"〉"（*!$*）（"+ " !）$!""，（&.）

〈" ,)-,)-"〉"（*!$*）（"+ " !）$!"!"!，
（&/）

〈" ,),)-"〉"（*!$*）（"+ " !）$!"!"
+*（"+ " !）$"， （&0）

〈" ,)-)’"〉"（*!$*）（"+ " !）$!"!""

+(!*
（"+ " !）$""， （,’）

〈" -)’,)
-
"〉"（*!$*）（"+ " !）$!"!"!"

+(!*
（"+ " !）$""!， （,"）

〈" -)’-)’"〉"（*!$*）（"+ " !）$!"!"!""

+!*（"+ " !）$""!"+
"
+
，

（,!）
另外，可算得

.〈".［’)"（)），’)!（)）］"〉

"."!#*（"+ " !）$""!$#!$%##1#2$

+"!#*
（"+ " !）$""$%#!$##1#2$

+"!#
［!*（"+ " !）$""!"341$$*341$］.%

（,(）

定义压缩度

/(（)）"
!&（’)(（)））$〈".［’)"（)），’)!（)）］."〉
〈".［’)"（)），’)!（)）］."〉

%

（,+）
如果/"#’或/!#’，就表示相干态""〉具有正交
压缩特性%可以看出，如果$（)）$’，/(（)）退化到文
献［"］的结果%文献［"］中已经表明：恰当选取"的
值，相干态""〉呈现正交压缩特性%在这里我们用特
例讨论哈密顿（/）式中驱动项对相干态""〉压缩效
应的影响%
我们假定%（)）的形式为

%（)）"$%
)

’
5)0&（)0）+%’， （,&）

其中%’是初相位%基于这种假设，辅助方程（"&），
（",）式有下面形式的特解，

$（)）"!%
)

’
5)01（)0），

#（)）"
"
!!$%’+%

)

’
5)0&（)0）% （,,）

把（,,）式 代 入（"/）和（!+）式 得 到 !（)）

*%
)

’
5)0&（)0）%所以

#"（)）"$%#!341!
$
!
， （,.）

#!（)）"$%#!$!#%’1#2!
$
!
， （,/）

#(（)）"
"
!#$

%#!$#%’1#2$% （,0）

令"*2$#’，当2*
"
!
，’*’时，从文献［"］中看到/"

#’，即)*’时厄米算符’)"（)）被压缩%现在我们选
取特定的%’，看$（)）对其的影响%
选取%’*’，由（+.）—（&(），（,(）式得到

&（’)"（)））"
0*
"’’
， （.’）

&（’)!（)））"*
+
!&1#2

!$+"+341
!（ ）$ ，（."）

〈".［’)"（)），’)!（)）］."〉"(*"’ 341$ %（.!）

选取%’*
!
+
，由（+.）—（&(），（,(）式得到

&（’)"（)））"*
"
+1#2

+$
!+

0
"’’341

+$
!+

!
!&1#2

!（ ）$

$* &(!
!&341$1#2$

， （.(）

&（’)!（)））"*
0
"’’1#2

+$
!+

"
+341

+$
!+

!
!&1#2

!（ ）$ ，
（.+）
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〈!!［"!"（#），"!#（#）］!!〉$ !#
$%&’"%

(
")*+%"

&

（,$）

选取#)-
$
#
，由（.,）—（$(），（/(）式得到

’（"!"（#））$(
.
#$%&’

#") 0"))*+%
#"%/#$%&’"*+%（ ）" ，

（,/）

’（"!#（#））$
(
.
， （,,）

〈!!［"!"（#），"!#（#）］!!〉$.($
"
#%&’"%

(
1*+%"
，

（,1）

产生压缩的条件*+（#）")等价于’（"!+（#））"
"
##
〈!#［"!"（#），"!#（#）］#!〉#，图"，#，(分别给出三

图" #)-)

图# #)-
!
.

种情况’（"!"（#）），’（"!#（#））和
"
##
〈!#［"!"（#），

"!#（#）］#!〉#三者随"（#）的变化关系&

图( #)-
!
#

从图"，#，(中明显看出，相干态的压缩效应受

到了驱动参数"（#）的影响&#-)时厄米算符"!"（#）

被压缩，随着"（#）随时间的变化，出现了"!#（#）被
压缩或者两者都不被压缩的情况，改变了含时相干

态的压缩效应&

$ 结 论

利用适当的含时规范变换，得到了具有封闭对

称代数的有限维希尔伯特空间含时谐振子系统的精

确解及时间演化算符2有限维谐振子系统量子态的

34556相位与希尔伯特空间维数有关2当空间维数为
奇数时，存在34556相位恒为零的量子态2另外，我
们研究了驱动项对有限维希尔伯特空间谐振子系统

含时相干态压缩效应的影响2
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