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!山东省自然科学基金（批准号：(’%)$!$!）资助的课题*

在多维相空间中，利用指数二次型算符的正规乘积和反正规乘积表示式，给出了任意指数二次型算符矩阵元

的严格表达式*在能谱和能量本征函数未知的条件下，由此得到了哈密顿量为二次型系统的配分函数和波函数*
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& 引 言

众所周知，基本算符对易子为常数、哈密顿量为

二次型的系统是量子理论诸多领域中可严格求解的

典型系统之一，也是近似求解更复杂系统的基础*该
系统的演化算符、传播子和密度算符等均为指数二

次型的*在进行诸如跃迁概率、散射概率、波函数、密

度矩阵元、配分函数等计算时都会遇到指数二次型

算符矩阵元的计算*据我们所知，任意指数二次型算

符矩阵元以往未被普遍、严格地给出过*只是最近文

献［&］根据广义线性量子变换理论［!，+］，给出了多模

玻色系统任意指数二次型算符矩阵元的普遍结果，

但未在相空间中具体研究*本文将在多维相空间中，

给出指数二次型算符的一些基本矩阵元的具体、严

格表达式、任意态之间的矩阵元计算公式和二次型

哈密顿系统的配分函数、波函数*

! 矩阵元

在!维相空间中，坐标算符",#和动量算符$,%
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则任意指数二次型算符),可表示成
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其中$2.
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3+（ ）$ 而+为!4!单位矩阵,据文献

［!—%］可分别给出),的正、反正规乘积形式
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8⋯8和7⋯7分别为正、反正规乘积符号，如8$,#",#$,#
9",#$,#",#8.$,!#",#9$,#",!# 和7$,#",#$,#9",#$,#",#7.",#$,!#
9",!#$,#,!4!的复矩阵4，2，-和/由下式确定，
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! .*$2 可以推知 5 为!!4!!的复辛矩

阵，即满足
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对!维坐标本征态((〉.("&〉⋯("!〉和动量

本征态(’〉.($&〉⋯($!〉，由（+）式可得
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上二式的推导中用到了动量的本征波函数
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（这里&"1&0!⋯&0+，以下类似）、表象的完备性和
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（$），（+），（!2）和（!!）式为’%的四个基本矩阵元，利

用其中任一式可计算’%在任意二态$#〉和$$〉之间

的矩阵元，例如
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3 配分函数和波函数

在+维空间中，二次型系统的哈密顿量为
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其中%，&，’均为+4+实矩阵，且%"1%，’"1’.该

系统的指数二次型算符’%1’(3
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表达成（"）式的形

式，则
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（6 为玻

尔兹曼常数，7 为热力学温标），则’%为密度算符.
运用（!2）（或（!!）式），可得系统（!3）式的配分函数
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（同文献［!，$，+］用另外方法给出的结果一致），该式

最后一步推导中用到了可由（7）式导出的关系
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和分块方阵的行列式
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并注意到&’(（’4,!）1&’(［（’4,!）),!8 ］.
若系统从任意初态$$（2）〉开始演化，则5时刻

的波函数为
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5 应用举例

考虑如下的二维耦合谐振子
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将（!-）式代入（!7）式，并取(1,
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，得系统（!+）

式的配分函数为
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当取!!
!
""

，且系统初始波函数#（"，#）具体给定

后，将（$%）式代入（$&）式积分得其波函数，对此不再

举例计算#
本文给出的（&），（’），（$#）和（$$）式是二次型系

统的基本矩阵元，运用它们及表象的完备性可以计

算系统的散射概率、跃迁概率、密度矩阵元等#在系

统能谱未知的情况下可由（$(）式方便地得出配分函

数，计算波函数的（$&）式中也不涉及$)的本征波函

数#本文已将有关的量子计算全部转化成了%数的

运算#
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