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采用随机分叉理论，探讨疲劳损伤系统裂尖粒子运动性质突变*利用一维扩散过程的奇点理论，并结合能量包

络的随机平均法，建立了随机扰动的疲劳损伤同宿分叉系统裂尖粒子运动模型；通过研究奇异边界的扩散指数、漂

移指数以及特征指数特性，考查疲劳损伤裂尖粒子运动的同宿分叉系统受参激白噪声影响的分叉行为*
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! 引 言

众所周知，疲劳失效是依赖于时间的损伤过程，

由于材料微观结构、工艺状态、环境和负载的随机涨

落的客观存在，疲劳损伤演化过程伴随固有的分散

性，从而导致人们无法预测其精确的裂纹萌生与扩

展寿命*长期以来，疲劳损伤与疲劳寿命不确定性引

起人们极大兴趣，并致力于探究其奥妙*最初，人们

在疲劳分析中引入概率的概念，从大量的疲劳损伤

随机事件中寻找必然的趋势，得出统计性的疲劳损

伤与疲劳寿命规律*统计的预测是以概率形式给出，

它反映了疲劳损伤与疲劳寿命客观存在着的随机

性、偶然性［!—$］*后来，由于“协同论”的发展，使人

们从物理系统和化学系统越来越清楚地认识到：具

有充分组织性的 时 空 结 构 或 时 序 结 构 从“混 沌”

（-./01）状态产生出来*作为结构失效的裂纹萌生、

断裂、松弛、畸变受偶然和必然协同作用控制，人们

可以觉察到系统从无序状态转化为有序状态*事实

上，已有大量文献提供了损伤演化的表达式，一般都

是确定性的数学描述*这些确定性损伤演化方程有

大量试验支持并多次应用于工程实践，它反映了损

伤演化过程中的某些必然性；损伤演化过程被描述

为品质空间中的一条轨迹，即一条居中的迹线，未反

映具有分散性试验结果所给出的全部信息*因此，可

以认为材料和结构损伤过程中所呈现的随机性是固

有的，故用随机过程理论和方法描述损伤演化过程

并非出于未知因素被查明之前的暂时需要，而是始

终与确定性方法平行发展和相互依赖的［+—#］*实践

表明，材料微观组织由于承载过程的几何非线性、物

理非线性及迟滞效应等因素而导致其疲劳损伤呈现

非线性特征，并且其疲劳损伤为一不可逆耗散过程，

材料、结构在循环载荷作用下的微观力学行为的非

线性，导致微观疲劳损伤的多值性和更加富有随机

性，例如分叉、突变和混沌等，这些运动规律的转化

可能标志固体材料或结构的重要宏观力学性能（或

其他物理性能）的突变，这就为动力系统的随机／确

定性转换理论（即非线性力学方法，如分叉、突变、混

沌和分形研究方法）引入宏微观疲劳损伤研究领域

提供了用武之地，为探索疲劳损伤系统的性质突变

提供了一新的途径*据此，文献［#，&］定性地分析、讨

论了疲劳损伤系统的局部分叉（2034分叉）与全局

分叉（混沌），给出了系统产生局部分叉时的参数取

值范围和产生混沌运动的门槛值*
近二十年来，噪声导致的转变行为，特别是随机

分叉引起人们注意［!"—!$］，随机分叉不同于确定分

叉与一般的混沌运动的一种复杂的非线性现象，它

反映了临界分叉系统具有对微小噪声作用的敏感

性*为此，本文旨在探讨分叉领域附近的疲劳损伤非

线性系统裂尖粒子，在噪声作用下的运动跃迁现象；

考查参激白噪声对疲劳损伤系统的影响，即采用一

维扩散过程的奇点理论，并结合能量包洛随机平均

法，考查疲劳损伤的同宿分叉系统受参激白噪声影

响的分叉行为*其基本原理是：随着分叉参数的改

变，并当其超过某一临界值时，扩散解过程的奇异边

界的类型将发生突变，并最终导致某些稳态解稳定

第+&卷 第!期’"""年!月

!"""5$’&"／’"""／+&（"!）／""+&5"(
物 理 学 报
678692:;<76;<,<76

=0>*+&，,0*!，?/@A/BC，’"""
!’"""7.D@*9.C

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
1*;0-*



性的突变，而产生分叉行为!

" 一维扩散过程及其奇异边界

对于一维的扩散过程!（"），其非线性随机微分

方程为#!（"）$#（!）#"%!（!）#$（"），其 中

#（!）和!（!）分别是不显含时间"的漂移系数和

扩散系数，$（"）是单位 &’()(*过程%由于!（"）的

边界对其样本属性有着重要的影响，+,-将其扩散过

程的边界分成了四类［./］：.）规则边界，扩散过程的

样本轨线可以从边界的内点到达边界，亦可从边界

进入任何一个内点；"）离出边界，扩散过程只能从

内点到达边界，而不能从边界进入任何一个内点；

0）进入边界，扩散过程可以从边界进入任一个内

点，而不能从内点到达边界；/）自然边界，扩散过

程的样本轨线既不能从内点到达边界，亦不能从边

界到达内点%在一维扩散过程的样本轨线上，还存在

着一些奇点，它们对样本属性也将产生重要的影响%
这样的奇点有两类：.）第一类奇点!1：!（!1）$2；"）

第二类奇点!1：#（!1）$3%对于第一类奇点!1，若

#（!1）!2（"2），则称为右（左）分路（145),）点，若

#（!1）$2，则称!1为陷阱（,*67）点%既是边界，又

是奇点的边界称之为奇异边界%8-9’)和:46);［.<］

根据第一类奇点中的漂移系数和扩散系数在奇异边

界处的极限性质，得到了有关第一类奇异边界分类

准则，并定义了扩散过程三个指数：.）若!"（!）$
&（#!=!1#"1），"1$2，!%!1，则"1称为!1的扩散

指数；"）若#（!）$&（#!=!1##1），#1$2，!%!1，

则#1称为!1的漂移指数；0）若

’>$>’?
!%!%>

"#（!）（!=!>）">=#>
!"（!）

，

’*$=>’?
!%!=*

"#（!）（!*=!）"*=#*

!"（!）
，

则’1 称 为!1 的 特 征 指 数%在 定 义"）和0）中，

&（#·#）表示#·#的阶数，!>和!*分别表示奇异边界

!1的左边界和右边界%对于第二类奇异边界!1，

#（!1）$3，且#!1#"3，@’)和A6’［.B］给出了第二

类奇异边界分类准则，并定义了以下的三类指数：扩

散指数"1，漂移指数#1，特征指数’1，其中

!"（!）(&（)!)"1），"1$2， !%!1；

#（!）(&（)!)#1），#1$2， !%!1；

’>(>’?
!%!*>

"#（!）! ">+#>

!"（!）
，

’*(=>’?
!%!+*

"#（!）! "*+#*

!"（!） %

0 随机扰动的疲劳损伤同宿分叉系统

模型

文献［C，D］根据物理力学观点，建立了疲劳损伤

系统裂尖粒子运动微观模型

,·(-，

-·(..,0*.","*.0,+/（,*./）-，

式中

0.(（."2DB12..22 +0<"2212..B2）／#，

0"(（<"<B12../2）／#，

00(（"<"12.."2 +/2212..C2 */）／#，

0/(（.<12..B2 *22）／#，

./( +3／"*［（3／"）"*（4／"）0］.／｛ ｝" .／0

* +3／"*［（3／"）"+（4／"）0］.／｛ ｝" .／0

+0"／（00.），

4(（00.00+0""）／（00".），

3(（"00"+D0.0"00*"E0".00）／（"E0".），

..(0.，."(00../*0"，

.0(00.."/*"0"./*00%
其中# 为原子质量；22为外载造成的经连续介质

传至原子上的力；/表示周围连续介质的约束；.2
为原子间的平衡间距；12为原子间的平衡能量%当/
$2时，原 不 动 点（,，-）$（2，2）变 成 了 可 积 的

F6?’>,-)系统

,·(-，

-·(..,0*.","*.0,，
（.）

其相应的F6?’>,-)函数为5（,，-）$-"／"=..,/／

/=.",0／0=.0,"／"%对（.）式施加上参数扰动的白

噪声过程，得

,·(-，

-·(..,0*.","*.0,*/（,*!2）-*/.／"!-$（"），

$（"）为单位 白 噪 声 过 程，!为 参 数%对 上 式 引 入

F6?’>,-)函数（能量包络）5，采用+,-随机微分法

则，可得到关于变量,和能量包络5 的+,-随机微

分方程

#5 ( "5*
..
",

/*
"."
0,

0*.0,（ ）"
.
"
#"，

#5 (/,*!2*
!"（ ）" "5*

..
",

/*
"."
0,

0*.0,（ ）" #"

*/.／"!"5*
..
",

/*
"."
0,

0*.0,（ ）" #$%
（"）
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式中!（"）为单位 !"#$#%过程#根据文献［&，’］中

的讨论结果，可知当$()和%*()时，系统在相空

间的拓扑结构存在两种不同形式：+）&（’，(）(
(*
*,
%-
*’

*,
%+
.’

.，%-!)，%+")时，存在着不动点

（)，)）及非平凡不动点（/ ,%-／%# +，)）#其中（)，

)）稳定，而（/ ,%-／%# +，)）为不稳定两鞍点，且存

在连接两鞍点的一个异宿环#在这个环限定的区域

内&$ )，%
*
-

.%（ ）*
+
#*）&（’，(）((

*

*,
%-
*’

*,
%+
.’

.，

%-")，%+!)时，存 在 着 三 个 不 动 点（)，)）和

（/ ,%-／%# +，)）#这 时（)，)）为 不 稳 定 鞍 点，而

（/ ,%-／%# +，)）稳定#此时，存在一个关于(轴对

称，连结鞍点（)，)）的一对同宿环#在这个同宿环限

定的区域内&$ ,
%*-
.%*+

，（ ）) ，且&()对应着同宿

环的等高线#
由（*）式可知，能量包络&（"）是慢变随机过

程，根据01234"$35""极限定理［+6］可知：当$%)时，

在时间区间)&"&)，)’*（+／$*），&（"）弱收敛于

（概率意义下）一个一维的扩散过程，即在一次近似

的前提下，&（"）可以由一个一维的扩散过程来代

替，而控制这个扩散过程的789随机微分方程，则由

（*）式对时间平均获得#（*）式的时间平均即为在

&（"）取为常数的闭合轨线上，对’作一周的平均#
（*）式经时间平均后的一维789方程为

:&+(,（&）:"-)!（&）:!， （-）

式中

(,（&）+ +
)（&（ ））*

’-

’.
’-/)-

!*（ ）*
· *&-

%+
*’

.-%-’（ ）*
+
*
:’

+ +
)（&（ ））

（,+（&）-,*（&））’，

,+（&）+*
’-

’.
（’-/)）*&-

%+
*’

.-%-’（ ）*
+
*
:’，

,*（&）+ !
*

（ ）**
’-

’.
*&-

%+
*’

.-%-’（ ）*
+
*
:’，

)（&）+*
’-

’.
+

*&-
%+
*’

.-%-’# *
:’，

)!*（&）+ !*
)（&（ ））*

’-

’.
*&-

%+
*’

.-%-’（ ）*
-
*
:’

+ !*
)（&（ ））!

*（&）#

在上面各式中，’;和’,分别是方程*&;
%+
*’

.;

%-’*()的最小根和最大根#对拓扑结构*），’/(

,（%-／%+）/ （%-／%+）*;.## &；此时，%-")，%+!

)，&$ ,
%*-
.%*+

，（ ）) ，扩散系数、漂移系数及相关的参

数变换为

,+（&）+*+<
%-

%+（*.,［ ］） +
,

-

<
*
*
<%+/)
%- .（ ）+

·（+.,）（*.,）0（,）
.

/
.

<%+/)
%（ ）
-

·（*.,）*..（,*.,-+
0

1
）1（, 2

3

4
），

,*（&）+!
*

-
%-

%+（*.,［ ］）

-
*
［*（+.,）0（,）

.（*.,）1（,）］，

)（&）+
（*.,）+／*

%-／%# +
0（,），

!*（&）+.-<
%-

%+（*.,［ ］）

6
*
［（+.,）*（,-+=）0（,）

.*（,.*）（,*-.,..）1（,）］，

&+
%*-（,.+）

%*+（*.,）*#
（.）

上面各式中0（,），1（,）分别是第一类和第二类

完全椭圆积分#

. 奇异边界分析与分叉点位置的确定

对于可积的>24"?89$系统（+）式，>24"?89$函

数等高线&()对应着关于(轴对称的，由鞍点

（)，)）连结的两个同宿环#根据&的表达式（.）式可

知，对应&()，,(+；&(,%*-／（.%*+），,()#通

过考查一维789随机微分方程（-）的解（$5)），即一

维能量包络扩散过程&（"）在其奇异边界&()（,
(+）处的样本性质，可判断在该点&（"）的样本稳

定性变化，并进而了解随机扰动对同宿分叉的影响#

(,（&）+*+<
%-

%+（*.,［ ］）+
,

-

-

*
+)/*)-<!*

*%-／%+ .（ ）+

·（+.,）（*.,）
.

/
.
+)/*)-<!*

*%-／%+
（*.,）*

..（,*.,-+
0

1
）1（,）

0（, 2
3

4）
，

)!*（&）+.!
*

-<
%-

%+（*.,［ ］）［
.

（+.,）*（,-+=）
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!!（"!!）（"!#""!"）$（"）

%（" ］）&

由%（"）和$（"）在"#$处具有性质：%&’
"!$
%（"）

#( )，%&’
"!$
$（"）#$，可 知 ""（’）#"#$#

$!!（’）#"#$#*&此时，根据扩散过程的奇点以及奇

异边界的分类可知，"#$是扩散过程’（(）的陷阱

（+,-.）点，并且是第一类奇异边界，根据第一类奇异

边界的扩散指数、漂移指数以及特征指数的定义$）

至定义/）可知

",)!，#,)$，

*,)!%&’
"!$

!""（’）（$!"）",!#,

$!!（’）

)!%&’
"!

%

&
’
%

&$
"
$0

+/
+$（!!"［ ］）

/+$（$*,!*#0!!）

!+/ !［ ］$

·（!!"）（$!"）(
)

*
’
%

&
! "!!

/0
+/

+$（!!"［ ］）

"

·（$!"）!（"#$1(
)

*

)

*
）

)!
$"+$
0$+/

+$（$*,!*#0!!）

!+/ !［ ］$ & （0）

考虑",，#,，*,之间的关系，并根据第一类边界的分

类表可知：当*,+#,#$时，"#$为排斥的自然边

界；当*,,#,#$时，"#$为吸引的自然边界；当*,
##,#$时，"#$为严格的自然边界&于是可知*,
#$为参数空间中的一临界点，经过这一点，’（(）

的样本稳定性将会出现突变&从（0）式可知，*,#$

对应着,*#
+/
0+$
2!

!

!2*34/
+!/!!

+!$
，于是，可以得到

下面的结论：$）当,*,
+/
0+$
2!

!

!2*34/
+!/!!

+!$
，即

*,+$时，扩散过程’（(）在"#$（’#*）处的边界

为排斥自然边界&此时，’（(）#*为一不稳定平凡

解&!）当,*#
+/
0+$
2!

!

!2*34/
+!/!!

+!$
，即*,#$时，

"#$（’#*）为严格自然边界，’#*也为一不稳

定平凡解&/）当,*+
+/
0+$
2!

!

!2*34/
+!/!!

+!$
，即*,,

$时，"#$（’#*）为吸引自然边界，’#*为渐近

稳定平凡解&根据结论$），!）和/）可知：当分叉参数

,*经过临界值,*#
+/
0+$
2!

!

!2*34/
+!/!!

+!$
时，平凡

解’（(）#*的样本稳定性发生突变，由不稳定变为

渐近稳定&即当,*#
+/
0+$
2!

!

!2*34/
+!/!!

+!$
时，系统

将出现亚临界的随机分叉&与确定系统的同宿分叉

相比较，噪声项的加入使分叉点出现漂移&

0 结 论

本文工作可归纳成以下几点：

（$）基于疲劳强度、疲劳寿命的宏观分散性，及

疲劳损伤的微观随机性现象的客观存在，采用随机

分叉理论，探索疲劳损伤系统裂尖粒子运动的性质

突变5
（!）利用一维扩散过程的奇点理论，并结合能

量包络的随机平均法，建立了随机扰动的疲劳损伤

同宿分叉系统裂尖粒子运动模型5
（/）通过研究奇异边界的扩散指数、漂移指数

以及特征指数特性，考查疲劳损伤裂尖粒子运动的

同宿分叉系统受参激白噪声影响的分叉行为5

［$］ 65758-9:;<，=,>?-?&%&@+&AB;AC-<&A-%D;@&:<（EC;F<&G;,@&+H
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