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利用双参数假设给出了一类非线性耦合方程的若干孤子解公式，使物理上许多著名的方程作为该方程的特殊

情形得到相应的孤子解，指正了一些文献的错误&
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考虑非线性耦合方程

!!"",!#"!!$#"$!#!， （,-）

#!"$,##$!#$#$$#!!， （,.）

其中",，"!，"$，$,，$!，$$ 为参数，“$”表示对%求

导%物理学中许多著名的方程都可看作方程（,）的特

例%例如，来源于基本粒子理论中量子化荷电孤子研

究的耦合标量场方程［,］%
!&&"’!#!$#(!#!， （!-）

#&&"（)’(）##&#$#(#!!， （!.）

起源于导电聚合物中弱钉扎电荷密度波方程［!］

!**’+!!&&",!’-!$’-!#!， （$-）

#**’+!#&&"（,’+.）#’-#$’-#!!，（$.）

以及 (/0123456752方 程，8-27593412.96:3;1::<方

程等等&
=->-6-?-2利用“规道函数”法，对特殊的参数

)，&和(获得了方程（!）的一种孤子解［,］%@-2:等

人采 用 函 数 变 换 得 到 了 方 程（!）的 两 种 新 孤 子

解［$］%A-2等人用齐次平衡法得到了方程（!）的另一

种新孤子解，同时，利用文献［$］的部分结论得到了

方程（!）的其他五种精确解［+］%借助于某种变换，文

献［+］得到了方程（$）的一组孤子解和一组行波解%
本文首先利用双参数假设，给出了方程（,）当参

数满足一定条件时的四种孤子解公式：（!扭状，#
钟状）；（!钟状，#扭状）；（!扭状，#扭状）以及（!

钟状，#钟状）%
其次，具体应用到方程（!）、方程（$），得到了方

程（!）的三种孤子解，方程（$）的四种孤子解%
最后，指正了文献［$］，［+］的错误%

! 方程（,）的四种孤子解公式

双参数假设，作为构造非线性方程行波解的一

种简单方法，我们已用它成功地求得了一些单个因

变量非线性方程的精确解［"］%对非线性方程

/!"0,/#0$/$， （+）

其中0,，0$为非零参数，不难证明如下%
结论$ 方程（+）有孤子解

/"1 ’
!0,
0" $
<0BC 0" ,（%#%#［ ］），

0,##，0$$#， （"-）

/"1 ’
0,
0" $
D-2C ’

0," !
（%#%#［ ］），

0,$#，0$##， （".）

其中%#为任意常数%利用此结论，下面考虑方程（,）

的解%
假设

!!"-,!#-$!$， （E）

其中-,，-$为非零的待定参数%将（E）式代入（,-）式

的左端并整理得

!!"
"$

-$’"!#
!#
",’-,
-$’"!

， （-$’"!%#）%

（F）
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将（!）式代入（"#）式的右端得

!!" ""#
"$（#"$%"）

%$$#［ ］
%
!

# "%#
#$"$
%$$#［ ］

%
!$!&"!#&$!$’（&）

（!）当%""’，%$#’，&"#’，&$"’时，方程

（(）和方程（&）分别有解

$"" $
%"
%$ $
)*+, $

%"$%
（%#%’），

!"" $
%&"
&$ $
-./, &$ "（%#%’）’ （0）

将（0）式代入（!）式有

$
%"
%$
)*+,% $

%"$%
（%#%’）

"$
%&"#$

&$（%$$#%）-./,
% &$ "（%#%’）

#
#"$%"
%$$#%

’ （"’）

比较（"’）式的系数得

&""$
%"
%

，$
%"
%$"

%&"#$
&$（%$$#%）"

#"$%"
%$$#%

’

（""）

再注意到

&""""#
"$（#"$%"）

%$$#%
，&$""%#

#$"$
%$$#%

，

（"%）

将（""），（"%）式联立，可得如下两组解：

（1"） #$%"%，%#%#$""2%#""%"$3%#%"""%
3#"#$"$3#"#%"%4’时，

%""#"（#$"$$#%"%）／#%（#$$"%），

%$"（#$"$$#%"%）／（#$$"$），

&""（#%""$#""$）／#%，

&$"（#$"$$#%"%）／（"$$#%）’ （"$）

（5"）#$4"%，#%4"$时，

%""%（#"$""），%$"%（#"$""）"$／#"，

&""""$#"，&$"%（""$#"）"%／（%""$#"）’
（"6）

将（"$），（"6）式代入（0）式，即得方程（"）的一组孤子

解：（$"扭状，!"钟状）’
（"）当%"#’，%$"’，&""’，&$#’时

（#）当%""’，%$#’，&""’，&$"’时

（$）当%"#’，%$"’，&"#’，&$"’时

仿照（!）的求解过程，可得方程（"）的另三种孤子

解：（$%钟状，!%扭状），（$$扭状，!$扭状），（$6钟

状，!6钟状），因此，关于方程（"）的孤子解，我们有

公式! 当#$%"%时，

$"" $
#"
#$ %
)*+,

#%""$#""$
#$ %

（%#%’），

!""
%（#%$"$）（#%""$#""$）

#%（#$"$$#%"%$ ）

·-./,
#%""$#""$

#$ %
（%#%’）， （"7）

其中参数有约束关系%#%#$""2%#""%"$3%#%"""%
3#"#$"$3#"#%"%4’’

$%"
%#"（"%$#$）

%#%#$$#%"%$#$"$ $

·-./,
#"（#$"$$#%"%）

%#%#$$#%"%$#$"$ $
（%#%’），

!%"
%#"（"$$#%）

%#%#$$#%"%$#$"$ $

·)*+,
#"（#$"$$#%"%）

%#%#$$#%"%$#$"$ $
（%#%’），

（"(）

约束关系为%#%#$""2%#""%"$3%#"#%"%3#%"""%
3#$"""$4’’

$$"
#"（"%$#$）

#$"$$#%"$ %
)*+, $

#"$ %
（%#%’），

!$"
#"（#%$"$）

#$"$$#%"$ %
)*+, $

#"$ %
（%#%’），（"!）

约束关系为#"4"""’’

$6"
%#"（"%$#$）

#$"$$#%"$ %
-./, #$ "（%#%’），

!6"
%#"（#%$"$）

#$"$$#%"$ %
-./, #$ "（%#%’），（"&）

约束关系为#"4""#’’
公式" 当#$4"%时，

$"" $
#"
#$ %
)*+, ""$#$ "（%#%’），

!""
#"$%""
"$ %

-./, ""$#$ "（%#%’），

（"0）

其中参数的约束关系为#%4"$’

$%" ""$%#"
"$ $

-./, #"$"$ "（%#%’），
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!!! """
"! !
#$%& #"""! "（$#$’），（!’）

约束关系为#!(")$

%)! "
#"!&#$%& "

#"! !
（$#$’），

!)!
#"（")"&）

&"! !
#$%& "

#"! !
（$#$’），（!"）

其中&为任意实数，约束关系为#!(")，#"("""’$

%*! "
!#"! &+,-& #! "（$#$’），

!*!
!#"（")"&）

&"! !
+,-& #! "（$#$’），（!!）

&为任意实数，约束关系#!(")，#"(""#’$
上述公式.（（"/），（"0），（"1），（"2）式）和公式

3（（"4），（!’），（!"），（!!）式）中，参数#"，#!，#)，""，

"!，")，&的取值范围是分别使根号内的值大于零，

即使表达式分别有意义的一切实数$

) 方程（!），方程（)）的有关结果

对非线性耦合标量场方程（!），注意到

#"!""，#!!"，#)!%，

""!&"%，"!!’，")!%，

由公式.，我们得到

结论! 当’$%时，方程（!）有三种孤子解：

%"!#$%&!&（’#’’），

!"!
""%
%"! ’+,-&!&

（’#’’）， （!)）

其中&( %
!5’

!（%5’）#’，"5%
%5’#’$

%!!
!（%"’）

!%"’"%! !+,-&
’"%!

!%"’"%! !（’#’’），

!!!
!（""%）

!%"’"%! !#$%&
’"%!

!%"’"%! !（’#’’），

（!*）

其 中 & (
（!5%）（%!5’）

!%5’5%!
， %5’
!%5’5%! # ’

，

’5%!
!%5’5%!#’

， "5%
!%5’5%!#’$

%)!
%"’
%!"! ’#$%&

"
!!

（’#’’），

!)!
%""
%!"! ’#$%&

"
!!

（’#’’）， （!/）

其中&(%5"，（%5’）（%!5’）#’，（%5"）（%!5
’）#’$

由公式3，有

结论" 当’(%("时，方程（!）有下列三种

孤子解：

%"!#$%&!&（’#’’）

!"! ""!! &+,-&!&（’#’’）
’"&""!

，

（!0）

%!! &#! "+,-& "! &（’#’’）

!!! ""! &#$%& "! &（’#’’）
"""&"’，

（!1）

%)!
"!&#$%&"!!（’#’’）

!)!
&""!& #$%&

"
!!

（’#’’）

&!’，&#"，&为任意实数$ （!2）

对弱钉扎电荷密度波方程（)），其行波解%(
%（$），!(!（$），$(’5()满足

（(!"*!）%+!,%"-%)"-%!!，

（(!"*!）!+!（,"*.）!"-!)"-!%!$
注意到

#"!
,

(!"*!
，#!! "-

(!"*!
，#)! "-

(!"*!
$

""!
,"*.
(!"*!

，"!!
"-

(!"*!
，")!

"-
(!"*!

$

显然有#)("!，#!(")，从而由公式3，有

结论# 方程（)）有四种孤子解：

当.$’时，

%"!
,!-#$%& *.

*!"(! !（’"()#$’），

!"!
,"2.!- +,-& *.

*!"(! !（’"()#$’），

（)’）

其中,-#’，.（*!5(!）#’，-（,52.）#’$

%!!
,#*.!- +,-& *.

(!"*! !（’"()#$’），

!!!
*.",!- #$%& *.

(!"*! !（’"()#$’），

（)"）

其中-（,6*.）#’，.（(!5*!）#’，-（*.5,）#’$
当.(’时，

%)!
,

&（*!"(!! ）#$%&
,

!（*!"(!! ）
（’"()#$’），
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!!!
"
#$

"
（%"&’"）! "

·#$%& "
"（’"&%"! ）

（(&%)$#’），（!"）

其中""（’"(%"）"’，"（’"(%"）"’，"
# )

"
（%"(’"）""’

，"为任意实数*

$*!
""

"（’"&%"! ）+,-&
"

（%"&’"! ）
（(&%)$#’），

!*!
""
# $

""
（%"&’"）! "

·+,-& "
（%"&’"! ）

（(&%)$#’）， （!!）

其中""（’"(%"）"’，"（%"(’"）"’，"
# )

"
（%"(’"）""’

，"为任意实数*

* 关于文献［!，*］的修正

文献［!］讨论非线性耦合标量场方程（"），通过

作非线性变换，即文献［!］中（"’）式：

$(!! +!"$,$"$! -，

!(!.$ +!"$,$"$! -，

得到文献［!］中（""）式：

.-!&.，,.!.，"+.$,!/，

.-!0&/，+.!%，",.$+."!/*
从而定出如下的参数值，即文献［!］中（"!）式：

+!%"／（/&"），,!/&"%，-!（"&/）／%"，

.!"&!／/，0!/&.，%!/（/&"）／（"/&!）*
这里关于-的值算错了，正确的应为-//／（!(
"/）*因 此 文 献［!］中 的 第（"0）式 应 为 $(/

$ （/(.）$")（/(.）／（/("! ）*由此得到方程（"）

的（$钟状，!扭状）的孤子解应为

$! .
"&! /+,-&

/&.
/&! "

（($(’），

!!
"/&!
/（/&"! ）#$%&

/&.
/&! "

（($(’）*

它是本文（"*）式的特殊情形（取0//(.）*此外，

文献［!］中的第（"1）式$(/2$ （+."),.）$")! -
也是错误的，应为$(/2$ （+."),.）$")! -.，

即$(/2$ （/(.）$"! (.*因此，不能得到文献［!］

中第（!.）式给出的方程（"）的孤子解（$钟状，!钟

状），只能得到方程（"）的（$扭状，!扭状）的孤子解

$! .
"（/&.! ）#$%&

.
!"

（($(’），

!!
"/&!
"/（/&.! ）#$%&

.
!"

（($(’）*

这在本文中的（"3）式中取%//（/("）／（"/(!）

即可得到*
文献［*］由于借用了文献［!］的结论，因此文献

［*］中的第（1）式

$(!$ （/&.）$"$
（"/&!）"

/"（"&/! ）

也是错误的，由此得到的!／"#/#"时方程（"）的

孤子解以及/""时的三角函数周期解均是错误

的*

3 说 明

本文给出了方程（.）四种孤子解的一般公式，使

得求方程（"），方程（!）的孤子解的过程变得非常简

单*文献［.］得到的结果是我们结论中的（"!）式，文

献［!］得到的结果是结论中的（"*）式的特殊情形，文

献［*］得到的结果是结论中的（"3）式和（!’）式*本文

得到的其他孤子解我们尚未见文献给出过，它将有

助于方程得到更广泛的应用*
顺便指出，由于方程（*）还有如下形式的解：

1!

2.
2!!
#$%

2.!"（#$#’），2."’，2!"’，

&
"2.
2! !
+,- &2! .（#$#’），2.#’，2!"’

$

%

& *

仿照本文的计算过程，可得到方程（.）的其他形式的

精确解公式，进而可得到方程（"），（!）的其他精确解，

它包括了文献［*］得到的五种精确解，在此不再详述*
本文所用的方法适用于其他耦合的非线性方程

组，有关结果已另外成文*
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