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!国家自然科学基金（批准号：’%()*#&%）资助的课题+

在多群中子扩散方程解析解的基础上，利用方程及求解域的对称性建立了新的数值求解中子扩散方程的理论

模型+该模型显著的优点是适用于各种对称区域（二维、三维区域）尤其是非正方形区域中子扩散方程的求解，它彻

底避免了常规节块法应用于非正方形几何时所出现的奇异性问题，且所得的解在求解域内任意点上均满足扩散方

程+以二、三维六角形几何为例建立了数学模型，并用基准问题校核了模型的正确性+
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" 引 言

在核反应堆物理设计中，如何精确地获得反应

堆内中子通量和功率的空间分布是设计过程中一个

十分关键的问题+一般地说，该分布可通过数值求解

多群中子扩散方程获得+因此，如何高效、精确求解

中子扩散方程是反应堆物理研究的重要课题+
节块法［"］是一种数值求解中子扩散方程的粗

网格区域分裂方法+它首先在正方形几何中发展起

来，且目前已在正方形几何中获得了成功的应用+节
块法在求解各子区（节块）的方程时，横向积分（偏积

分）是其中的关键技术+通过横向积分就可以把一个

复杂的关于（!，"，#）的三维问题转化成三个耦合的

关于!，"或#的一维问题来求解，从而降低困难，

提高速度$然而，正方形几何中行之有效的横向积分

技术应用于三角形或六角形几何却遇到了困难［&］$
如图"所示，考虑!%"平面内的横向积分，若定义!
方向横向积分通量为

!!（!）&"
"’（!）

("’（!）
!（!，"）,"， （"）

其中 "’（!）-"
#(

（).$!$）， （&）

则!!（!）的导数在!-#处奇异$这就给!!（!）的

求解带来了极大困难，横向积分技术在非正方形几

何中失去了它的优越性$因此非正方形节块法的研

究不能简单采用正方形节块法的思想，而必须充分

考虑求解域的几何特点$

图" 六角形节块偏积分示意图

另一方面，无论三角形或六角形几何，它们都具

有良好的几何对称性，因而自然应考虑在模型的构

造中利用对称性以利于方程的求解$本文针对对称

区域中子扩散方程的求解问题，构造了一个具有良

好理论基础的方法，并利用基准题对该模型进行了

数值校验$文中的介绍是以六角形几何为例的，然而

模型并不局限于六角形几何，它可方便地推广应用

到三角形或正方形等对称区域多群中子扩散问题的

数值求解中$

& 理论模型

$%& 多群中子扩散方程在均匀节块内的解析解

考虑如图&所示的六角形节块$假设节块是均
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图! 六角形节块及其表面编号

匀的，则节块内的多群中子扩散问题由以下边值问

题描述!!

!!（"）#!（$"##）!（"）%!，"!&，（$%）

"#$!（"）%%#"!"&， （$&）

这里 !（"）’［!(（"），!!（"），⋯，!’（"）］)，

!（$"##）是由节块材料参数和堆芯有效增殖系数$"##
共同决定的能群转移矩阵，&代表节块体积，

("*+%,
)%(，’

［（(，(，⋯，
#$ %
(

*

）)］!%#&（%#(，%#!，⋯，%#’）)

是入射中子流向量，假设为已知，其中

%#) %（+#)(，+#)!，⋯，+#)*）)

是由节块)能群的*个表面入射流组成的列向量!
"#"*+%,

)%(，’
［*+%,
,%(，*

（"#),］，

其中定义节块入射和出射中子流的算子"-),和".),
为

"-),!)（"）%(/ !)
（"）&!.)

*!)
*’［ ］
, "!/,

，（/）

’,为表面/,的单位外法线向量!
由文献［$］可得问题（$%）具有以下形式的解

!)（"）%’
’

0%(
()，0(1)1%(20（)）"01（"0〈)·"〉）*)，

（2）

其中矩阵(由以下的矩阵特征值问题决定：

!(&("， （3）

"’*+%,（"!(，"!!，⋯，"!’），20（3）为未知待定函数，

需由边界条件确定!〈3·"〉为矢量点积!容易证明，

由（2）式确定的中子通量在节块内任意"点上都满

足方程（$%）!

"!" 中子扩散方程的对称性

从方程（2）可以看出，要真正获得节块内的解，

需求解20（3）的定解问题!这是比较复杂的!下面

将指出如何利用对称性来减少20（3）求解的困难!

若用*和*&分别表示方程（$%），（$&）中作用

于! 的算子，则方程（$）可写成

*!（"）%!，"!&， （4%）

*&!（"）%%#，"!"&! （4&）

若存在一线性算子+ 它将区域& 映成其本身，且

算子*和*&在+ 的变换下保持不变，即+*+-(

’*，+*&+-(’*&，则称算子+ 为方程的对称变

换，显然若+，,为对称变换，则+,和,+ 也是对

称变换!方程的所有对称变换构成群［/］，由群论可

知任何一个函数均可分解为一系列分量之和，且每

个分量都同时为各对称变换的一个特征函数!最简

单的例子如任何一个一元函数都可分解为奇偶分量

之和!函数这样的分量称为不可约分量!
若将边界条件写成不可约分量之和

%#%’
0
%#0， （5）

则由于算子*和*&是线性的，方程（4）的解可写成

! %’
0
!0， （6）

其中各解分量!0的定解问题为

*!0（"）%!，"!&， （(7%）

*&!0（"）%%#0，"!"&! （(7&）

这时由于各解分量是对称变换的一个特征函数，因

此求解过程中只需在部分&（称为基）上定出该解

分量，然后通过对称变换（如旋转，反射等）就可得到

整个&上的解!
为了叙述的方便，下文以二维六角形几何问题

为例建立数学模型!二维六角形节块的所有(!个对

称操作构成群-34!设5 为该群的一个元素（即一

种对称操作），$"5 是和群元5相对应的坐标变换算

子，它由下式定义：

$"56（"）%6（5#("）， （((）

其中5-(表示5的逆操作，上标"表示算子作用于

变量"!则由群论可知("5 和方程（$%）中的拉普拉斯

算符对易，("5 为方程（$）的对称变换!

"!# 解的不可约分量及其对称性

若能找到一组7维的方阵，矩阵之间彼此的乘

积关系与群!的元素一一对应，这样的一组矩阵称

为矩阵群，该矩阵群与群!同构!该矩阵群称为群!
的一个表示!群表示空间的不变子空间称为群的不

可约表示［/］!由群论可知，应用下式定义的准投影

算子［!，/］可以将一任意函数6（"）投影到该群的第8
个不可约表示空间的第#列基矢上，
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!!"!#（!）!
$"
%"&

［""（&）］#!!!!&#（!），

"’!，"，⋯，(#，!’!，"，⋯，$"， （!"）

其中#代表复共轭，［""（&）］!!表示和群元& 对应

的第"个不可约表示矩阵""（&）的第!列对角元，

%为群阶，(#为群不可约表示的数目，$"为第"个

不可约表示的维数)对于群*$+，%%!"，(#%$，其

中&个为一维表示，"个为二维表示)
应用该算子，可将*,（-）投 影 分 解：*,（-）

%"
(#

"’!
"
$"

!’!
.-"!*,（-）)同理也可得函数’()（",〈-·

!〉）关 于 自 变 量 - 的 不 可 约 分 解)将*,（-）和

’()（",〈-·!〉）的分解表达式代入（*）式，利用各分

量之间的正交性，可得

#/（!）’"
0

,’!
#/，,"

+

1’!$2-2’!*,1（-）

·’()1（",〈-·!〉）,- ’"
+

1’!
#/1（!），（!-）

其中*,1（-）%.-"!*,（-），’()1（",〈-·!〉）%.-"!
’()（",〈-·!〉）)这里为方便起见，在数对（"，!）和整

数1之间引入了一一对应的关系，1%!，"，⋯，+)
显然#/1（!）就是#/（!）的不可约分量，且可验

证#/1（!）对任意!%3同样满足方程（-.）)下面具

体分析函数#/1（!）的对称性，同时指出它的求解

基)任取$/%3，经过群*$+的!"个对称操作，可以

获得$/的!"个对称点（普遍情况）)如图-所示，六

角形的每!／!"等份内都有!/的一个对称点)表!
列出了函数#/1（!）在$/的对称点上的函数值之间

的关系)若函数值的绝对值相等，在表中仅以符号区

分；若绝对值不等，则以变量表示)如定义某一对称

点位置的函数值为#，另一对称点为/，则#0/或

#1/等就表示该对称点的函数值可由前两点的函

数值经运算后得到)

图- 六角形节块对称区域

表!清楚地说明了各解分量的对称性及其求解

基)例如，对应于不可约表示4!的#/!（!），它在$/
的对称点上的函数值全相等；对应于表示4" 的

#/"（!），它在相邻对称点上的函数值异号，这两个

解分量的求解基均为六角形节块的!／!"⋯下节的

讨论将可看出，解的不可约分量这样的对称性，将极

大地便利节块响应矩阵的获得，减少计算工作量)

表! 函数#/（!）各不可约分量的对称性

不可约

表示#
1

对称点所在的区域

1-/5
—/5

/5
—-/5

-/5
—$/5

$/5
—2/5

2/5
—!"/5

!"/5
—!*/5

!*/5
—!+/5

!+/5
—1!*/5

1!*/5
—1!"/5

1!"/5
—12/5

12/5
—1$/5

1$/5
—1-/5

4! ! 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4" " 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

6! - 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

6" & 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1

7! * # # / #1/ /1# 1/ 1# 1# 1/ /1# #1/ /

7! $ 1# # / #0/ #0/ / # 1# 1/ 1#1/ 1#1/ 1/

7" 3 # # / 1#1/ 1#1/ / # # / 1#1/ 1#1/ /

7" + 1# # / /1# #1/ 1/ 1# # / /1# #1/ 1/

#采用了456678.9符号)

函数*,1（-）和’()1（",〈-·!〉）关于- 的对称

性与#/1（!）关于!的对称性完全类似)
!)" 数值近似与响应矩阵的构造

在节块法求解中子扩散方程时，其一个核心的

2&2!!/期 张少泓等：对称性及多群中子扩散方程数值解



问题是在区域分裂之后，如何获得各节块对边界入

射流的响应，即出射流!只有建立起了各个节块其出

射流和入射流之间的响应关系，才可能通过各个区

域的迭代来获得整个求解域上的解!本节就利用对

称性，通过合理的近似来导出节块出射流和入射流

之间的响应关系!
为获得函数!"#（$）的定解条件，需将边界条件

（!"）也进行分解!将投影算子作用于方程（!"）的两

端，其分量形式可写成

!$%""&"’!"（$）!"&"’!"#（$）()&"’#!!$%")&"’!
（#$）

由%&%节可知，函数!"#（$）将由)’"’#唯一确定!
然而上式给出的严格边界条件在实际中无法应用，

必须经适当的近似!本文采用如下节块法中常用的

表面平均边界条件：

#
*"*’"

&
"’!"#（$）($(#*"*’#

&
"’#($()

—&
"’#，（#)）

即通过表面平均偏流将各节块耦合起来!
由表#可以看出，在（#)）式的近似下，%个解分

量的定解条件全为*，相应的!"#（$）也为*!对余下

的+个解分量，由它们各自的对称性容易获得如下

用于表面平均入射流和出射流不可约分解的基矢：

$#(（#，#，#，#，#，#）,，

$!(（#，&#，#，&#，#，&#）,，

$)(（%，#，&#，&%，&#，#）,，

$+(（*，#，#，*，&#，&#）,，

$-(（%，&#，&#，%，&#，&#）,，

$.(（*，#，&#，*，#，&#）,，

而节块平均入射流向量可分解为如下不可约分量之

和：

#
—&
" (+&"#$#,+&"!$!,+&")$),+&"+$+
,+&"-$-,+&".$.， （#+）

其中#
—’
"/（)

—’
"#，)

—’
"%，⋯，)

—’
"+）,!系数+’"#可由基矢

的正交性求出!它和（#)）式定义的)
—’
"’#有如下的对

应关系，

+&"#$#(（)
—&
"##，)

—&
"%#，⋯，)

—&
"+#）,! （#-）

另外，对于由算子"0"’定义的节块表面平均出

射流)
—0
"’/

#
*"*’"

0
"’!"（$）($，若令#

—0
" /（)

—0
"#，

)
—0
"%，⋯，)

—0
"+）,，则和（#+）式类似也可对#

—0
" 进行不

可约分解，相应的系数+0"#待求!在由+’"#确定出

-.#（/）后，+0"#也就随之确定!
为数值求解系数+’"#和+0"#之间的响应关系，考

虑函数-.（/）如下的近似式，

-.（/）(#
+

0(#
1.，0#（/&%0），123（%0）( !!

（0&#）!

（#.）

由选定的/0 可得456#（$.〈/0·$〉）的表达式!将它

代入方程（#!），以$%.$*为例，可得

!"#（$）(%#
.
&"，.-.#（%#）（78$.〈%#·$〉

,78$.〈%%·$〉078$.〈%!·$〉），（#9）

⋯

其中只有函数-.#（/）在求解基内的函数值为未

知!将上式代入方程（#)）的左端，由（#-）式的关系，

就可得由系数+’"#来确定方程（#9）中-.#（/）在求

解基内函数值的+个2阶方程组!

同样由算子"0"’及表面平均出射流矢量#
—0
" 的

不可约分解，可得-.#（/）在求解基内的函数值与

系数+0"#之间的关系!联立上述两组方程就可获得

如下出射流和入射流不可约表示分量之间的关系

’,# ((#’&#， （%*）

其中’0#/（+0##，+0%#，⋯，+02#）,，’’#/（+’##，+’%#，⋯，

+’2#）,，称(# 为响应矩阵，它由节块的几何和材料

参数决定!
从以上模型的推导可看出，通过对称性的应用，

使得我们比较简单地就建立起了出射流和入射流之

间的响应关系!深入的分析还可发现，+个响应矩阵

中只有$个是相异的!因此，真正要求的只是$个2
阶矩阵逆的问题!这样，针对二维问题，通过利用解

的对称性，就将原来需由+2个边界条件耦合（（!"）

式）来确定+2个未知数（1.，0，./#，2，0/#，+）的

复杂定解问题，转换成了$个简单的2阶矩阵逆的

问题!这将极大地提高计算效率!另外，还可以看出，

在整个模型的建立中，只有（#)）和（#.）式引入了近

似，其余都是严格的!

!!" 三维问题数值求解

上述以二维六角形几何中子扩散方程的数值求

解为例所建立起来的数学模型，可方便地应用于三

维六角形几何中子扩散问题的求解!这时，和二维问

题的主要区别在于六角形节块所属的对称性群不

同，三维六角形节块对称性所属的群为3+4，因而整

个模型需在群3+4上建立!此外，对-.（/）函数的

*)9# 物 理 学 报 $9卷



近似处理，也应根据三维六角形节块的对称性而进

行!其余的方法是和二维问题完全类似的!

!!" 理论模型的特点

本节归纳指出以上所建立的理论模型的几个优

点：

!!模型具有很强的普遍适用性!从以上整个理

论模型的建立过程可看出该模型的应用并不仅仅局

限于六角形几何，它可以应用于其他对称区域扩散

方程的求解!
"!模型的理论基础完善!和普通的正方形节块

法相比，该模型的理论基础要完善得多!在整个模型

建立过程中，除（!#）式带有经验以外，其余的推导都

是严密的!
$!该模型应用于非正方形几何时，由于模型直

接求解多维中子扩散方程，而不是经横向积分后的

一维方程，因此就避免了引入额外的假设，从而减少

了模型误差的来源!可看出该模型对非正方形几何

有特殊的应用价值!

$ 方法的实现及基准问题校验

#!$ 节块法迭代求解过程

!!将整个求解域分裂成若干不相交的节块，假

设一初始"%&&值，对每一种类型的节块求解矩阵!
（"%&&）的特征值问题，并由节块的材料和几何参数计

算出各响应矩阵!
"!对所有节块假设其各表面的入射中子流，按

一定的顺序对节块进行扫描!先由节块平均入射流

向量的不可约分解获得"’"，然后通过响应矩阵方程

（（"(）式）求得")"，从而得到节块各表面的出射流!
该出射流就作为相邻表面的入射流!按这样的方式

对所有的节块进行扫描!
$!扫描完成后，由节块通量的解析表示式获得

各节块的体积平均通量!
*!利用计算出的通量和出射流，求出新的"%&&!
+!重复步骤!—*，直至"%&&和中子通量的收敛

准则满足!

#!! 基准问题数值校验

根据本文的模型，编制了二、三维六角形几何多

群中子扩散程序,-./0123为校验模型和程序的正

确性，利用该程序对文献［+］中的基准问题进行了计

算!表"和表$分别是,-./012程序和西屋公司知

名的45612［+］程序针对二维和三维基准题计算结

果的比较，可以看出，无论是对"%&&还是节块功率的

计算，,-./012都得到了较满意的结果，部分基准

问题的计算精度和45612程序相当!
表" 二维六角形几何多群中子扩散基准问题计算结果比较

7789**(基准题

程序 "%&&误差 !(’+
最大组件功率

误差!:;<，#

平均组件功率

误差!;=>，#

,-./012 +!!? ’!!"( (!+#

45612 "?!( !!" ’

/484带水反射层基准题

（$@(!!"+） （$@(!+）

程序
"%&&

误差!(’+
!:;<，

#

!;=>，

#

"%&&
误差!(’+

!:;<，

#

!;=>，

#

,-./012 "$!( !!$A (!* *$!! ’!!(( (!"*

45612 !!!( (!* ’ $!$ (!+ ’

45B重水堆基准题

程序 "%&&误差 !(’+ !:;<，# !:;<，#

,-./012 ’A!$ ’(!"+ (!!(

45612 *!# (!" ’

表$ 三维六角形几何多群中子扩散基准问题计算结果比较

基准题 程序 "%&&误差 !(’+
最大节块功率误差

!;=>，#

7789!(((
,-./012 C"!A $!(?

45612 !$ (!?

7789**(
,-./012 A" $3$C

45612 "+ !!"#

基准问题的校验说明：虽然本文所建立的模型

对未知待定函数%&（’）采用了简单的近似处理，但

由于模型本身具有良好的理论基础，因此保证了数

值计算结果的高精度!该方法近似处理少，模型计算

工作量少，是数值求解六角形几何多群中子扩散问

题的先进方法!

* 结 论

针对对称节块多群中子扩散问题，在扩散方程

解析解的基础上，利用对称性提出了新的数值计算

模型3该模型具有适用性强、理论基础完善的特点，

且对非正方形几何中子扩散方程的求解具有特殊重

!+?!!(期 张少泓等：对称性及多群中子扩散方程数值解



要的意义!二、三维六角形几何基准问题的校算说明

了该模型是求解多群中子扩散方程的先进方法!

［"］ #$%&’()*$+’(,-+!"#$%，.&/+0-1232’234*-*%5’&13+200+216%0

7$4*-1*（86%/-1+’+0(47&93-*$-’($%&*+!:+-;-’(，"<<=）（-’

>$-’+*+）［谢仲生等编著，核反应堆物理数值计算（原子能出

版社，"<<=）］!

［?］ @$2%)$%’(#$2’(!A$!B!6$+*-*，,-’2’C-2%6%’(D’-E+0*-64，"<<=
（-’>$-’+*+）［张少泓，西安交通大学博士学位论文，"<<=］!

［F］ G2H2-G-$234，&’($%)(*%+,-%，!"（"<I?），FFI!
［J］ ,-)K+,-+，A-’(C-2’(，L+’M&，N0%&76$+%042’K-6*2773-126-%’*

-’7$4*-1*，@1-+’1+A0+**，:+-;-’(，"<IO（-’>$-’+*+）［谢希德、蒋

平、陆奋，群论及其在物理学的应用（科学出版社，"<IO）］!
［P］ Q!8!>$2%，.!R*%&352’-K-*，&’($%)(*%+,-%，#"#（"<<P），

?S?!

$%&&’()*’$+,-,.&’)*/+0$10.(*1,(1(2’&.0(*3)1.4
,’.()1,-*55.$*1,’6.+(*1,!

#T8.N@T8U)TU.N ,VW#TU.N)@TW.N
（.!/#0"1!,"23&’($!#0+,-*,!!0*,-，4*’#,5*#2"2,-6,*7!08*"9，4*’#, ="SSJ<，:;*,#）

（X+1+-E+K"J870-3?SSS）

8:@RX8>R
R$+’+&60%’K-55&*-%’+Y&26-%’-*&*&2334*%3E+K-’2*4//+60-10+(-%’!L%02’%’)0+162’(&320*4//+60-10+(-%’，6$+

’%’7$4*-123*-’(&32070%93+/20-*+*Z$+’6$+1%’E+’6-%’23/+6$%K%5K+0-E-’(’%K23*%3&6-%’-*+/73%4+K!V’6$-*727+0，2
’+Z/+6$%K92*+K%’9%6$*4//+60-+*%56$+70%93+/2’K2’2’2346-10+70+*+’626-%’%56$+’%K2353&[K-*60-9&6-%’-*70+)
*+’6+K!R$+/+6$%K-*+55+16-E+5%06$+*%3&6-%’%5/&36-(0%&7K-55&*-%’+Y&26-%’-’6$+*4//+60-10+(-%’，+*7+1-23345%06$+
’%’)0+162’(&32070%93+/!V612’9+2773-+K-’?)B%0F)B70%93+/*2’K-6*2773-126-%’-’$+[2(%’23(+%/+604-*-’60%K&1+K
2*2’+[2/73+!R$+%’342770%[-/26-%’*&*+K-’K+0-E-’(6$+/+6$%K20+6$+60+26/+’6%5&’H’%Z’5&’16-%’*!R$++55-)
1-+’14%56$+70%7%*+K/+6$%K-*K+/%’*6026+K940+*&36*%5E20-%&*?)B2’KF)B9+’1$/20H70%93+/*&*-’(6$+NRBVL)
T1%K+!

789:;<=>：’+&60%’K-55&*-%’+Y&26-%’，*4//+60-1(0%&7*，’&/+0-123*%3&6-%’*，2’234*-*
4+//：?IJ"，?I?S

!A0%;+16*&77%06+K946$+.26-%’23.26&023@1-+’1+L%&’K26-%’%5>$-’2（N02’6.%!P<FIOS?<）!
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