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! 引 言

近年来低维问题引起了人们的极大兴趣，随着

实验研究的广泛而深入，已经发现许多材料中存在

原子（或离子）的二维有序结构以及有序—无序相

变，这对材料的性能有重要影响)从理论上确定二维

有序结构的形成机制和条件将为材料的制备、研究

开发提供依据)六角蜂窝晶格是晶体材料中较常见

的一种二维基本结构)石墨片层、六方氮化硼片层均

为这种结构［!，"］；钌（*+）晶体和石墨晶体（###!）表

面吸附的原子或离子也可形成与之相关的有序结

构［%—$］；过 渡 金 属 二 硫 族 化 合 物 插 层 化 合 物（如

-.!/01"）的3.45678..9:间隙中的金属离子也可

形成与之相关的有序结构［(］)在;+9967646结构中，

其他原子替代碳原子也可形成相关的有序结构)因
此，对六角蜂窝晶格的有序结构类型的研究具有普

遍意义)本文将用密度波理论确定六角蜂窝晶格的

有序结构类型)

" 理论方法

六角蜂窝晶格（如图!（.）所示）可视为由两套

平面三角<7.3.0:格子相互套构成的复式格子（如图

!（=）所示）)用!表示原胞格矢，"!表示第!（!>!，

"）套<7.3.0:格子相对原点的位移，则每一格点的位

置可表示为

!!"!#"!（!"!，"）$ （!）

图! 六角蜂窝晶格及其<7.3.0:格子
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设系统的格点总数为!，"和#两种离子的数

目分别为!" 和!#，则!"!!#"!，$（"!"／!）

为" 种离子的浓度%&（!!）表示" 种离子在格点

!!的占据概率，在完全无序态，&（!!）"$；在有序

态，&（!!）将偏离$%根据密度波理论［#，$］，&（!!）表

示为

&（!!）’$(%&!" !")"
（!，"）*"（"）’()（*"·!），

（&）

式中)"（!，"）是极化矢量，*"（"）是密度波振幅%
此二元系统的离子间相互作用+,-*./01量的本征

值为

+’)2,
!"
&!!#!! -!#

（!）

(!&!" !"$"
（"）*"（"）&， （3）

式中)2是纯" 种离子占据和纯#种离子占据情

况下系统的相互作用能之和，-!#（!4!.）是相互

作用能参数，它可表示为

-!#（!,!.）’-!#""（!,!.）(-!###（!,!.）

,&-!#"#（!,!.）， （5）

式中-!#/0（!4!.）（/，0可取" 或#）表示第!套

67,8,*9格子!位置上的/离子与第#套67,8,*9格

子!.位置上的0离子之间的有效相互作用能之和%
（3）式中$"（"）是"空间相互作用能参数1!#（"）的

本征值%1!#（"）满足

1!#（"）’!
!
-!#（!）’()（*"·!）% （:）

$"（"），1!#（"），)"（!，"）满足

!
#
1!#（"）)"（#，"）’$"（"）)"（!，"）%（;）

最稳定的有序态对应+的极小值，由（3）式可知，这

对应$"（"）的极小值%它由"空间67*..0<*1区的高

对称点（"星）和极化矢量)"（!，"）决定，并且不受

相互作用能参数 -!#（!）的影响%考虑到能量的简

并和系统在"空间的对称性，并利用*"（#23）"

%3"&3"（23）（#23为"星波矢）［%2］，密度波函数&（!!）

可表示为

&（!!）’$(%&!3 !"%3"!23
［&3"（23）)"（!，#23）

·’()（*"·!）(&"3"（23）)""（!，#23）

·’()（,*"·!）］， （=）

式中3代表"星，"代表能量支，%3"是对应"星3和

能量支"的长程序参量，&3"（23）是相应的第23个对

称性参数%根据（=）式可确定最稳定的有序结构类

型%

3 有序结构类型的确定

三角晶格基矢及倒格子基矢的选取可参考文献

［%%］%用-4表示第4近邻有效相互作用能参数（如

图%（,）所示），仅考虑4"3范围内的相互作用，由

（:）式可得

1%%（"）’1&&（"）’&-&｛>09（&!5%）(>09（&!5&）

(>09［&!（5%(5&）］｝， （#）

1%&（"）’1"&%（"）’-%｛%(’()（*&!5%）

(’()［*&!（5%(5&）］｝(-3｛&>09（&!5&）

(’()［*&!（5%(5&）］｝， （$）

（#）和（$）式中5%，5&分别为波矢"的两个分量%三
角67,8,*9格子的67*..0<*1区高对称点（"星）对应

的不等效有序波矢分别为

"星：（2，2）；?星：（%／3，%／3）；

@星：（%／&，2），（2，,%／&），（,%／&，%／&）%
据此，可确定有序结构类型如下：

!"# !"（"）在"星取极小值

将波矢（2，2）代入（#）和（$）式，得到1!#（2，2）

（!，#"%，&）%求解方程（;），得到本征值和极化矢量

$%（"）’;-&,3（-%(-3），)%’
#&（&

%
, ）% ，

（%2）

$&（"）’;-&(3（-%(-3），)&’
#&
&（ ）%% %（%%）

$%（"）和$&（"）均可为极小值%在-%!-3$2条件

下，$%（"）%$&（"），$%（"）使+为极小值，可得到与

之对应的密度波函数为

&（!%）’$(#&&%"%&"%
， （%&）

&（!&）’$,#&&%"%&"%%
（%3）

这给出"（或#）离子在两套67,8,*9格子上有

不同 的 占 据 概 率%在 完 全 有 序 条 件 下，%"%"%，

&（!!）"%或2，可得到$"%／&，&"% #" &／&%第一套

67,8,*9格子完全被" 离子占据，另一套格子完全

被#离子占据，如图&（,）所示%这种有序结构类型

属于复式三角晶格，原胞为62A62%
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图! 六角蜂窝晶格的有序结构（"）

（#）!$%!$有序结构；（&）!’!$ !%’!$有序结构；（(）!!$%!!$有序结构；（)）!’!$%!$有序结构

在钌（*+）、石墨晶体表面吸附的原子或原子有序

化、插层化合物的插层金属离子有序化等问题中，与

"、#两种粒子对应的多是离子（或原子）和空位，而

离子的浓度$往往小于"／!%此情况下!"（!）为极小

值也不能使"，#两种粒子完全有序排列，但能保证

这两套,-#.#/0格子的不等效性%据此，可以考虑第一

套格子被离子和空位以一定概率占据；第二套格子优

先被空位完全占据并可保持不动%在完全有序条件

下，离子和空位将在第一套三角,-#.#/0格子上发生

二次有序化［"!］%仅考虑!空间,-/112+/3区的高对称

点4星和5星对应的有序波矢，我们确定了三角晶

格的三种有序结构［""］%将这些结果用到六角蜂窝晶

格上，给出如图!（&），（(），（)）所示的三种有序结构，

它们对应的原胞分别为!’!$ !%’!$，!!$%!!$，!’!$
%!$，离子浓度$分别为"／6，"／7，"／8%

如果&"9&’"$，!!（!）"!"（!），!!（!）使’
为极小值，两套,-#.#/0格子等效，"（或#）离子在

两套,-#.#/0格子上有相同的占据概率，不能形成有

序结构，如图"（#）所示%

!"# !"（!）在4星取极小值

由波 矢（"／’，"／’）代 入（7）和（:）式，得 到

("#（"／’，"／’）（"，#;"，!）%求解方程（6），得到本征

值和极化矢量

!"（4）)*’&!，+")（ ）"$ ， （"8）

!!（4）)*’&!，+!)（ ）$" % （"<）

与（"8）式相应的密度波函数为

,（""）)$-$4"%4"(20
!"
’

（."-.!［ ］），（"6）

,（"!）)$% （"=）

此情况下"离子在第一套,-#.#/0格子上有序

排列，在第二套,-#.#/0格子上随机排列，如图’（#）

所示%这种有序结构类型属于复式三角晶格，原胞为

!’!$ !%’!$%
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!"! !"（!）在!星取极小值

同理，可得到本征值和极化矢量

!"（!）!"###"（"#"$$#$），%"!
!#
#
"
"（ ）" &
（"%）

!#（!）!"###$（"#"$$#$），%#!
!#
#（ ）"" ，

（"&）

（"）当’#"($#$")时，!"（!）使’为极小

值&对对称性参数"!"（"），"!"（#）和"!"（$）的不同

选取可有两种情况：

（*）"!"（"）+"!"（#）+"!"（$）+"!"#)&密度波

函数为

(（""）!)$!###!""!"
［,-.*"!$,-.*#!

$,-.（*""*#）!］， （#)）

(（"#）!)"!###!""!"
［,-.*"!$,-.*#!

$,-.（*""*#）!］， （#"）

这一密度波函数确定的有序结构类型如图$（/）所

示，它的01*2*3.格子仍属于三角晶格，原胞为#+)
4#+)&

（/）"!"（"）+"!"#)，"!"（#）+"!"（$）+)&密度

波函数为

(（""）!)$!###!""!",-.*"!
， （##）

(（"#）!)"!###!""!",-.*"!&
（#$）

这一密度波函数确定的有序结构类型如图$（,）所

示，它的01*2*3.格子属于正交晶格，原胞为!$+)4
+)，离子浓度)+"／#&

（#）当’#"($#$$)时，!#（,）使’为极小

值&同样，对对称性参数"!#（"），"!#（#）和"!#（$）的

不同选取可有两种情况：

（*）"!#（"）+"!#（#）+"!#（$）+"!##)&密度波

函数为

(（""）!(（"#）!)$!###!#"!#
［,-.*"!

$,-.*#!$,-.（*""*#）!］& （#5）

这一密度波函数确定的有序结构类型如图$（6）所

示，它的01*2*3.格子仍属于三角晶格，原胞为#+)
4#+)，离子浓度)+"／5&

（/）"!#（"）+"!##)&"!#（#）+"!#（$）+)&密度

波函数为

(（""）!(（"#）!)$!###!#"!#,-.*"!&
（#7）

这一密度波函数确定的有序结构类型如图$（8）所

示，它的01*2*3.格子属于正交晶格，原胞为!$+)4
+)，离子浓度)+"／#&

以上由01399-:3;区高对称点（!星）对应的有序

波矢，根据密度波理论分别确定了<种有序结构类

型，如图#（*），$（*），（/），（,），（6），（8）所示&考虑"
星为极值点情况下的二次有序化，共给出=种可能

的完全有序结构，如图#（*），（/），（,），（6），$（,），

（6），（8）所示，它们分别对应离子浓度)+"／#，"／<，

"／%，"／5，"／#，"／5，"／#&

5 分析与讨论

近年来，人们已经发现许多材料中存在六角蜂

窝结构或与之相关的有序结构以及相关的有序—无

序相变，根据本文中确定的有序结构类型可对其中

一些典型的结构给出较好的解释&
众所周知，石墨片层、六方氮化硼片层的结构均

与图#（*）所 示 的+)4+) 有 序 结 构 相 同&最 近，

>?*@AB9等［$］、C8等［5，7］在D:（)))"）表面吸附E原

子得到的+)4+)结构也与图#（*）相同&这种有序

结构的形成表明两套三角01*2*3.格子不等价，这对

应!"（"）为极小值且小于)&在忽略高阶近邻相互

作用能参数的情况下，!"+<##’$（#"(#$），因

而有#"(#$"###&这给出了-，.两种离子按

-.（)+"／#）形式结合成六角蜂窝结构时，相互作用

能参数之间的基本关系&
在离子浓度)偏离"／#的情况下，不能形成图

#（*）所示有序结构&根据二次有序化理论，我们得到

$种有序结构，实验上已经发现这些有序结构&例

如，F3?,G899等［<］对D:晶体（)))"）表面吸附的E原

子层的结构进行研究，得到稳定的#+)4#+)有序

结构和#+)4+)有序结构（与!$+)4+)有序结构等

效），它们分别与图#（,）和（6）所示的有序结构一

致&E原子在D:晶体（)))"）表面只占据间隙位，这

些间隙位构成六角蜂窝晶格，当满足条件#"(#$
"###，并且浓度)+"／#（对应覆盖度$)+"）时，形

成+)4+)结构：浓度)+"／5（对应覆盖度$)+)H7）

时 ，形成#+)4+)结构；浓度)+"／%（对应覆盖度

5")# 物 理 学 报 5&卷



图! 六角蜂窝晶格的有序结构（"）

（#）!!!$ !%!!$有序结构；（&）"!$%"!$有序结构；（’）!!!$%!$有序结构；（(）"!$%"!$有序结构；

（)）!!!$%!$有序结构

!$*$+",）时，形成"!$%"!$结构"
再如，由于-##./0"晶体具有阶梯结构和多型

特点，只能确定其可能的结构和离子浓度范围，1/&2
3#［4］对-##./0"晶体样品进行5射线结构分析，发

现，在$+$4"#"$+"67（对!阶样品，#*6／8相应

于$*6／7）范围内，有!!!$ !% !!$有序结构形成，

与图"（&）一致；在$+$4"#"$+"$$（对"阶样品，#
*6／9相应于$*6／9）和$+7,""#"$+47"（对6阶

样品，#*!／:相应于$*4／9）范围内，有"!$%"!$
有序结构形成，与图"（’）一致"
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本文确定的各种有序结构在理论上是可能的，

但在具体材料上不一定均能实现!不同材料呈现不

同的晶体结构，恰恰表明材料中粒子间相互作用能

参数的不同!再者，对由两种粒子构成的二元系统，

相互作用能参数也与具体的粒子浓度有关!众所周

知，材料的结构对其性能有重要影响!从理论上确定

材料结构的形成机制和条件（如相互作用能参数等）

将为材料的制备、研究开发提供依据，密度波理论为

此提供了很好的范例!当然，要从理论上确定具体材

料的结构还有大量的工作要做!

［!］ "#$%&’()(，*#+,-%.&/%，0#$#+,-%.&/%，1#1-23，4#")5/261-23，

"!#$%&!：’()*+)&!,-..+/，!（!77!），89:9#
［:］ ;/&6<&2=>，;/26.)23=>/，?/@,2).)35)A*BC-2@/B+/%-D&@’

（4,-23,-&E&-)()23F2&C/%’&(5G%/’’，!7H7）（&2+,&2/’/）［徐维

新、薛文龙（编译），精细陶瓷技术（上海交通大学出版社，

!7H7）］#

［9］ +#4(-DIA.#4#4@,/J/3D-22，K#LC/%，0#4@,/AA./%，M#N%(.，

#$%&!0+1!2+..!，""（!77O），99P!#
［Q］ G#K/，R#E-@)S&，#$%&!0+1!，#$$（!77P），QP8!#
［8］ G&6D)K/，R#E-@)S&，34.-#$%&54-65)54-，%&（!777），:QH（&2

+,&2/’/）［何丕模，R#E-@)S&，物理学报，%&（!777），:HQ］#
［O］ ;#E#0&(@,/..，T#;-23，0#4@,&@U，;#K#;/&2S/%3，"!’$+7!

#$%&!，’()（!778），H!H8#
［P］ ?#K&SD-，#$%&54-，**#（!7HV），!9O#
［H］ W&236.&2M>，X,&6A/23K>-23，E>2Y&+.-8!，#$%&!0+1!，#$’

（!778），P!VQ#
［7］ W&236.&2M>，Z&2363)234)23，E>2Y&，"!3998!#$%&!，&$

（!777），H!7#
［!V］ 1#"#1-2B->，N#0#1&A’,&([，4(-(&’(&@-.G,5’&@’（9%B/B），G-%(\

（G/%3-D)2G%/’’，L<A)%B，!7HV），Q!7#
［!!］ Z&2363)234)23，E&2362-21&>，W&236.&2M>，645+)4+5)’$5)-

（3）!!+（:）（!779），!7!#
［!:］ *#M#R,-@,-(>%5-2，?,/)%5)A4(%>@(>%-.?%-2’A)%D-(&)2’&2

4).&B’，（;&./5，Y/JT)%U，!7H9）#

,-./-/.01-2312-/0,45/678,97:5,9/;3,<#:711=3/!

4LYMZ\YM6MLYM!） +LYM=F*Y6XKLYM:） XK*YMZ\YM6EFY!）

0L;NY61\YM!） "*\XK*Y6K*\!）

!）（:+9-/.7+).(;,-.$+7-.54&-)*#$%&54&，<+=+5>)&.5.?.+(;@+4$)(8(A%，@-)A&$-) VO9VV7，’$5)-）

:）（:+9-/.7+).(;#$%&54&，<+=+5@-)A&$-)B(/7-8>)&.5.?.+，@-)A&$-) VO9VVV，’$5)-）

（]/@/&C/B!V0-%@,:VVV；%/C&’/BD-2>’@%&I(%/@/&C/B:0-5:VVV）

*W4?]*+?
\2(,&’I-I/%J/B/(/%D&2/BO)%B/%/B’(%>@(>%/(5I/’-2BPI/%A/@()%B/%/B’(%>@(>%/’)A,/<-3)2-.,)2/5@)DS.-(6

(&@/S5>’&23@)2@/2(%-(&)26J-C/(,/)%5#*2BJ/I%)I)’/B-2/<I.-2-(&)2A)%(,/)%B/%/B’(%>@(>%/’)AL-()D’-S’)%S/B
S5（VVV!）’>%A-@/’)A]>@%5’(-.-2BY-&)2’&2&2(/%@-.-(&)2@)DI)>2BY-C?&4:#

>?@ABCDE：,/<-3)2-.,)2/5@)DS.-((&@/，)%B/%/B’(%>@(>%/，@)2@/2(%-(&)26J-C/
F733：OH9V，OHOV

!G%)̂/@(’>II)%(/BS5(,/Y-(>%-.4@&/2@/$)>2B-(&)2)AK/S/&G%)C&2@/（M%-2(Y)#!7P::!）#
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