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提出了两种控制混沌的线性间隙反馈方法’该方法由控制相和非控制相组成，通过选取合适的反馈系数和控
制相时间，可以获得各种不同的所需稳定的周期轨道’分别对一维的声光双稳系统和二维的类()*+*吸引子进行
计算机模拟，表明该方法可以使既定的系统按照给定的周期轨道演化，并且是大范围可控的’
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! 引 言

控制混沌是近年来非线性动力学中引人注目的

研究热点之一’自从566，78)9+:;和<+8=)提出的

57<法［!］以来，混沌控制的方法及其实验的研究迅
速得以发展’对混沌的控制方法有许多，如>>?@
法［"，A］、自适应控制法［%］’对混沌的控制目标有两
种：一种是由于混沌吸引子内存在无穷多的周期轨

道，通过对混沌系统的参数进行微扰，不改变原有的

周期轨道，使其中不稳定的轨道得到稳定；另一种便

是通过可能的途径，如对系统变量实施反馈和微扰，

有效控制得到所需轨道’
自适应控制法在控制过程中需要不断地改变系

统参数’57<法是基于在所预期的不动点附近的线
性近似，所以在远离不动点的微扰无法实现，而且对

系统进行连续的控制需要的代价太高，在实际的系

统中如电路、化学反应等混沌控制中，有时并不需要

而且也不可能连续地对混沌进行控制’本文在文献
［4］的基础上提出了两种间隙线性反馈方法，并对两
种离散情况下的混沌系统进行了控制’该方法简单
易行，适当地选取反馈系数和间隙比，通过模拟，发

现用该方法得到的不仅仅是局限于"!"，"!·A!"的
周期轨道，而是周期与它们互为质数#

" 间隙线性反馈控制原理

本文的间隙线性反馈方法可以简单地概述如

下：

设系统的动力学方程为

$!%&（$!’!，!）， （!）
其中$!为系统的状态量，!为参数，并假设!的取
值使得（!）式处于混沌态#对由（!）式决定的系统进
行间隙线性反馈，从第!次开始，每隔( 次，将正
比于系统输出反馈到（!）式，得到
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（"9）
（"0）式的轨迹是以指数速率发散的，称之为非控制
相#"（9）式以指数速率收敛，称为控制相#只要使得在
控制相的收敛足以抵消或抑制在非控制相的发散，就

可能实现由（"）式所决定的系统趋向于预期的周期#
（"）式中有两个控制参量，即反馈系数+和间隙反馈
间隔(，适当地选取两者之值，可以使得由（!）式中的
混沌到各种稳定的周期态#正的./012*+3指数是非
线性系统具有混沌的本质特征，按照（"）式之所以能
够获得预期的目标是由于引入（"9）式中的线性反馈
后，其最大./012*+3指数由正值变成了负值，因此非
线性系统由混沌态转变为周期或拟周期态#
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将这种方法稍作变化，设以时间数!""作为一
个周期，并设在!时间段系统按照（#$）式演化，而在
（!""%!）时间段按方程（#&）发展，控制相和非控制
相按照控制相、非控制相、控制相⋯⋯交替地发展，

适当地选取"和!，同样可以获得预期的稳定的周
期轨道#以下将采用这两种方法分别对一维声光双
稳系统和二维类’()*)映射进行控制#

+ 控制模拟结果

!"# 一维声光双稳系统混沌控制

声光双稳系统可以导致混沌现象的出现，对其

动力学性质已经得到了充分的研究［,］，它的动力学

方程为

$%&!［’()-.)#（$%(!($*）］， （+）
其中’/+#"，)/!#0，计算得到它的12&34)*5指
数为!6"#+，表明此时系统有混沌解#对（+）式按照
前面的间隙线性反馈进行控制，其结果如图!至图

0所示，分别得到了7+，,+，!"+，!#+，!+#+的周

图! 稳定7+ "/%"#008或%"#+,8，,/7

图# 稳定,+ "/%"#++8，,/#

图+ 稳定!"+ "/%"#978，,/0
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期轨道，从!""""次到!#"""次叠代时，不加控制，
从!#"""次到$"""""次之间的叠代过程用间隙线
性反馈控制!为简便起见，将反馈系数"、反馈间隔

#和周期$以坐标（"，#，$）的形式表示!从各图
可看出它们到达稳定的周期所需的时间是不一样

的，图$中"%&"!’()，#%*到达稳定的*$所需
时间最长!图*和图#分别为$+$和$’+$的频谱
图!计算此时最大,-./0123指数均为负值，表明为
准周期或周期态，图(为计算得到的最大,-./0123
指数与反馈系数"、反馈间隔#的关系图!
实际上，对某些"，# 的组合可以得到许多不

同周期轨道，表$为所得的控制结果!

图* 稳定$+$ "%&"!#*)，#%’

图# 稳定$’+$ "%&"!)*)，#%(

图( 声光双稳系统最大,-./0123指数与反馈

系数"、反馈间隔#的关系

表$ 声光双稳系统反馈系数"、反馈间隔#与周期$及,-./0123指数关系

" # $ ,-./0123指数 " # $ ,-./0123指数 " # $ ,-./0123指数

&"!’$) + + &"!"*’4 &"!!+) ’ ( &"!+") &"!!#) ) $* &"!"**(
&"!’’) ’ ’ &"!’)$ &$!""+ ) ) &"!$"+! &"!!!) # $# &"!""#(
&"!(") + * &"!#’!) &"!!)) * 4 &"!"#" &"!$"# ’ ($ &"!"$#
&"!!)) # # &"!"*(+ &"!!*) # $" &"!"**( &"!)*) ( $’+ &"!"$+#

按照第+种线性反馈方法，同样可得到所需的
稳定周期轨道，图)为"%&"!+#)，%%+#时的

**$频谱图!图4为"%"!+#)时，不同%所得到的

图) 稳定**$ "%&"!+#)，%%+#

周期5可见欲得到高周期的轨道，时间应该小于’#，

图4 周期与时间%的关系 "%&"!+#)

控制相的时间越长（此时非控制相的时间越短），相

应得到的周期也就越小，这一点也是符合混沌控制

规律的!
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!"# 类$%&’&吸引子的混沌控制

类!"#$#吸引子模型的动力学方程为

!"#%$%%&!&"#’"，

’"#%$(’(#!")
（)）

控制时的类!"#$#映射写成

!"#%$
%%&!&"#’" 若"!*+，

%%&［（%#,）!"］&#（%#,）’" 若"$*+
"
#

$ ，

’"#%$
(’(#!" 若"!*+
(’(#［（%#,）!"］ 若"$*+
"
#

$ ，

*$%，&，*，⋯ （+）
取&,%))，(,-)*，（)）式的最大./012#$3指数为

-4**+，表示其为混沌解，其中5----次到5+---次
叠代不加控制，从5+---到%-----次之间的叠代过
程用间隙线性反馈控制)图5和图%-分别为稳定

+-和%)-的情况)图%%为反馈控制系数、反馈间
隔和周期三者的关系图)按照第二种线性反馈方法
得到的结果如图%&所示)图%*为反馈系数,,
6%)&时，得到7-，%*-，%)-，%5-，可见周期并不局

图5 稳定+- ,,6-)%+，+,+

图%- 稳定%)- ,,6-)7+，+,7

限于&"-，&"·*.-)图%)为类!"#$#最大./012#$3
指数与反馈系数及反馈间隔的关系，所有的最大

./012#$3指数小于零)同样，对某些,，+ 的组合可
以得到许多不同周期轨道，表&为所得的控制结果)

图%% 反馈系数,、反馈间隔+和周期-的关系图

图%& 稳定%*- ,,6%)&，/,%*

图%* 周期-与时间/的关系 ,,6%)&
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图!" 类#$%&%最大’()*+%&,指数与反馈系数!、反馈间隔"的关系图

表- 类#$%&%映射反馈系数!、反馈间隔"与周期#及’()*+%&,指数关系

! " # ’()*+%&,指数 ! " # ’()*+%&,指数 ! " # ’()*+%&,指数

./$!-0 " " ./$!/1 ./$!2 3 !" ./$/- ./$4" 3 -! ./$/-0

./$!4- 4 4 ./$/02 ./$5/" 4 !4 ./$/!! ./$534 3 -0 ./$/!1

./$-/ 4 !/ ./$//1 ./$25 0 !2 ./$!! ./$/12 5 3- ./$//"

" 结 论

本文所用的间隙线性反馈法及模拟结果表示，

用该方法能够有效地对离散非线性系统中的混沌进

行控制，得到不同的稳定的周期轨道$它克服了

678法“需在预期的不动点附近作线性近似，而在
远离不动点的微扰无法实现“这一缺点；同时，它也

不需要连续地对系统进行控制，大大降低了成本，该

方法简单切实可行$

［!］ 9:6;;，<:7=$>&?@，A:B:8&=C$，#%&’$()*$+),,$，!"（!11/），

!!12:
［-］ D:B:D);@)E，A:7+$F$G，#%&’$()*$+),,$，#$（!11"），!"44:
［5］ H:’@+，I:<J$%，#%&’$+),,$，%$&$（!113），44:
［"］ D:K:L$=%)=M&，#%&’$+),,$，%$’"（!112），!51:
［4］ A:7+$F$G，D:B:D);@)E，#%&’$+),,$，%’(’（!115），-1:
［2］ N:O:’@F，O:OP)C，D:A:8+%，#%&’$+),,$，%$")（!110），

-01:
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