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基于含温有界)*+,+--./012.34*,-+相对论自洽场平均原子模型，应用体积相加原理，计算混合物质的原子结

构5给出了求解混合物的6708*9./-+8:方程以及自洽场原子结构的方法，并就一些计算结果作了讨论5

!中国工程物理研究院科学基金（批准号：;;#""&）和国家高科技惯性约束聚变基金资助的课题5
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! 引 言

由单种元素构成的纯净物质，可能由于自发衰

变，产生一定量的其他元素，形成混合物质；或者由

于容器物质扩散产生混合物质；当然工业合金、常见

的化工合成材料等都是这里所考虑的混合物5纯净

的物质中若加入了杂质就会影响物质的辐射特性5
混合物质原子结构问题的研究有着极其广泛的工程

应用背景，是高级阶段研究的重要基础5目前，多采

用平均原子模型来解决混合物质的原子结构问题，

但未见完整理论的发表5>:4?*++@［!］的方法只适合特

殊的化合物5对一般的化合物和混合物，徐锡申等

人［"］介绍了求解混合物6708*9./-+8:（6/）势的数

值方法和作图法，并指出方法复杂、计算量庞大5本
文采用牛顿叠代法进行循环打靶计算，有效地求解

了混合物的6/势，并以该势作为初始势，求解了混

合物原子的相对论自洽场原子结构5本文全部采用

原子单位5

" 理 论

$%& 混合物质的’(模型

"A!A! 混合物质的构成

假定混合物中含有多种元素，其原子量分别为

!!，!"，!&，⋯，质量百分比为 "!，""，"&，⋯，那

么混合物中各元素粒子个数比#!，#"，#&，⋯，应由

下式决定，即

#$%（"$／!$）／"
$

（"$／!$）& （!）

根据平均原子模型的要求，若干种元素应按照（!）式

提供的百分比构成一个具有代表性的“混合”原子&
这个原子要求参与混合的各个原子间满足混合平衡

条件：混合物质中的各个原子压强相同、温度相同；

各个原子中电子化学势相同、总电子数守恒&在这(
个平衡条件中，压强、温度相同必须得到充分保证&
在恒定的温度、压强下，混合物中各种成分的内密度

无法控制&
“混合”原子的平均原子量!为

!% "
$
"$!’!（ ）$

’!
& （"）

若混合物的物质密度为(，根据6/理论，等体积分

割物质后，将其等效为一个“原子胞”&该原子胞即

“混合”原子的B:CD-+.3-:,E半径为

)#%!&&$$"#$%$%（!／(）!／&& （&）

根据体积相加模型的基本假设：在压强温度相

等的条件下，“混合”原子的体积*为各原子的体积

*$之和，那么，“混合”原子的 B:CD-+.3-:,E半径)#
与参加混合的各原子的 B:CD-+.3-:,E半径)$ 之间

有下列关系：
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!"!
#
$#!#， !

#
$#%!#"%!"& （#）

$%&%$ 混合物质’(模型的求解

混合物的原子结构计算的核心问题是单种元素

原子结构的计算，混合物中的各原子以压强、化学

势、温度相等为约束条件，相互影响着自身的原子结

构，其中首先影响组分原子的微观半径&作为混合物

元素)*+,+--.(/01.23*,-+自洽场原子结构计算的起

动势和自由电子的统计势，混合物’(方程的求解

起着相当重要的作用&
考虑混合物中的第#种元素，可设其 4567-+.

2-5,8半径为%#，其’(方程可以写为

!#（’）""#’(&／$（!#（’）／’）；

)#"
$9／$*&／$%$#

!
， ’"+#／%#& （9）

边界条件为

!,#（&）"!#（&）"##／*，!#（"）"-#／（%#*）&（:）

在原子边界%#处，原子的压强为

.#"
$!／$

!!$
*9／$(!／$（!#（&））& （;）

可以看到：（;）式既不显含体积参量，也不显含原子

序数，只是温度*和无量纲势函数!#（&）的函数&所
以，混合物内各原子只要压强相等、温度相等，就一

定导致电子的化学势相等，这正是混合物内各原子

的平衡条件&混合元素的’(方程组的求解与普通

’(方程的解法大不相同，它不仅要保证各个原子

具有统一的化学势#，还要找到一组恰当的原子半

径｛%#｝，使之满足（#）式&下面开始求解：首先给定

一个共同的化学势#，不同的原子将会有不同的原

子半径%#&由于此时的%#并不是期望值，在做由外

向里的打靶计算时，实际得到的’(势靶值!#（"）与

它的定义值-#／（%#*）有较大的差别&只有当!#（"）

与-#／（%#*）值完全一致时，这样的%#才是满足方

程的解&基于这样的计算思路，设满足（9）式和边界

条件的解满足方程

/（%#）"37!#（"）037（-#／（%#*））""，（<）

采用牛顿叠代法，得%#的第1=&次的叠代值

%（12&）
# "%（1）

# 0（37!（1）
#（"）037（-#／（%

（1）
# *）））

·
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%（1）（ ）
#
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其中（1）表示第1次打靶计算时，所得的各种参数&当

%（12&）
# 0%（1）（ ）# ／%（1）

# "$（"&"09）（&"）

时，%（1=&）
# 就是第#种元素在该试探化学势#下的

原子半径&
"!（1）
#（"）

"%#
由下列方程求得&令%#（’）"

"!#（’）

"%#
，将（9）式及边界条件（:）式对%#求导，得

%3#（’）"$%#
)#’(&／$（!#（’）／’）

2&$)#%#
（’）(0&／$（!#（’）／’），

%,#（&）"%#（&）""&

（&&）

该式应与’(方程组联立求解，便可得%#（"），即

"!#（"）

"%#
，这样才能完成一次对%#的叠代&

在上 述 求 解%# 的 叠 代 过 程 中，涉 及 到 两 个

(-+?5积分(&／$和(@&／$&解两个联立的二阶常微分

方程组，计算量很大，而且还要进行叠代计算&若对

（&&）式作简要分析，不难看出%#（"）是恒正的&令

"（1）
# " &

!（1）
#（"）

"!（1）
#（"）

"%# 2 &
%（1）（ ）
#

0&
，（&$）

把（>）式改写为

%（12&）
# "%（1）

# 0"
（1）
#（57!（1）

#（"）037（-#／（%#*）））&
（&!）

我们所关心的是"（1）
# 是一个正数，根本不必管它到

底是多少，也就没有必要去真正求解（&&）式&这样可

以大大减小计算量&但是"（1）
# 的大小直接关系到叠

代计算的反馈量，若"（1）
# 太小，反馈量不足，会使叠

代次数增多；若"（1）
# 太大，反馈量过大，会造成叠代

振荡发散&总之，"（1）
# 的选取是动态的，只有在计算

过程中根据叠代的实际情况，边叠代边自动调节，使

"（1）
# 达到临界值，使叠代过程介于振荡与不振荡之

间，才能把叠代次数降到最低&
以上完成的%# 计算，仅仅是在某次试探值#

下给出了各原子半径，因此还必须进行化学势#的

叠代计算，通过#的调节，使得%# 满足（#）式&由

（:）式可得各原子半径为

%#"
-#

!#（"）*
， （&#）

把半径约束条件（#）式改写成化学势#的隐函形式

4（#），即

4（#）"!
#
$#

-!#
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!
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仍采用牛顿叠代法，求出#的叠代公式：

#
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其中!（"）
# 为第" 次对!叠代计算时，由!#叠代计

算终了时给出的一组半径｛!#｝，"（"）
# （!）也 是 在

!
（"）下 求 解 出 的 参 数$当 第 ""#次 计 算 出 的

!
（""#）与第" 次计算出的!

（"）满足下面判据时：

!
（"%#）&!

（"）

!
（"） !#（’#!&$）， （#%）

化学势!的叠代求解才告结束$（#&）式中!"
（"）
# （!）

!!
由下列方式获得$令(#（)）’

!"#（)）

!!
，将（$）式及

其边界条件对!求导，得

(*#（)）’#’+#(#
（)）,&#／’（"#（)）／)），

(-#（#）’(#（#）’#／.$
（#(）

在给定的第" 次!
（"）
# 下，与（$）式联立求解，可得

到(（"）
# （!），即!"

（"）
# （!）

!!
$略对（#(）式分析便可

知，(（"）
# （!）恒正$这样可以令

$
（"）’ )"

#
/#!

（"）’
#

(（"）
# （!）

"（"）
# （!（ ））

&#
， （#*）

（#&）式可以改写为

!
（"%#）’!

（"）%$
（"）"

#
/#!

（"）)
# &!（ ）)! $

（’!）

同样，$
（"）也是反馈量调节因子，不必具体计算，它

应该根据!叠代计算过程的实际情况自动调节，使

叠代计算处于振荡与不振荡的临界状态，叠代次数

就会降到最少$在物质温度一定的情况下，半径大的

原子球给出的化学势较小；反之，化学势大的+,模

型给出的原子半径较小$由于事先不可能知道混合

物中各原子的可能半径和化学势，有时给出的化学

势会导致原子半径过大而使整个计算过程失败$下
面给出混合物中各原子半径及电子化学势的初始条

件$把混合后的物质看成是一种物质，其原子量为

"
#
/#0#，原子序数为"

#
/#1#$这种近似完全适合于

原子序数1#较接近的混合物$由于混合物已等效成

纯种物质，可以用单元素的+,模型求解$这样，所

有元素的原子半径初始值取混合物的 -./012341.56
半径!!，化学势初始值取方程解出的化学势$因为

混合物中各原子的半径只是在!!附近有所修正，

化学势!也只是在上述方程给出的初始值附近作

较小的修正，这样使整个混合元素+,模型求解速

度大大加快$最后混合物中各原子的+,势由下式

给出：

2+,#（3）’.
"#（)）

) &!$ （’#）

!"! 混合物质的#$%自洽场原子结构

混合物质的+,方程求解远比单种原子的+,
方程求解要复杂得多，而混合物质的7,4自洽场原

子结构求解比单原子结构求解更复杂$混合物质中

的各原子要满足较多的约束条件：化学势、压强、温

度相等，电子数守恒及体积固定等一系列的物理要

求$由于这些物理要求大多数不能写成显式表示，有

些甚至是隐含在超越函数中，这就大大增加了严格

求解混合物质7,4自洽场原子结构的困难$为了使

求解方法变得有效实用，必须在约束条件上作些放

松和简化，并利用已有的单原子的7,4自洽场原子

结构的求解方法$根据对约束条件的不同强调，可设

计出三种处理混合物质7,4自洽场原子结构的方

法$第一种方法满足的约束条件最强，所以较简单$
该条件是：混合物内各原子压强、温度、化学势相等，

各原子呈电中性$其余方法我们将陆续发表$
回顾相对论8.29:单分量7,4自洽场原子结构

的求解过程，很容易写出混合物质中第4种原子所

要满足的主要方程$
8.29:单分量径向方程为

;’5（4）
#

;3’ & %’／’
#%%’（&（4）

# %2（4））／’
;2（4）

;3
;5（4）

#
;3

% ’&
（4）
# %2（4（ ））

&
6#（6#%#）

3’ %%’&
（4）（［ #

%2（4 ））’& %’／’
#%%’&

（4）
# %2（4（ ））／’

;2（4）

;3
6#］3

·5（4）
# ’!$

（’’）

束缚电子数密度’
（4）
<（3）为

’
（4）
< ’ #

="3’"# 7
（4）
# 5

（4）’
# （3）；

7（4）
# ’

’6#
1>?（（&（4）

# &!
（4））／.）%#

， （’)）

其中!
（4）为第4个原子的化学势$

自由电子数密度’
（4）
@（3）由,12A.38.29:分布给

出
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（!（ ））／（ ）) &"
， （#*）

$（!）
%（"）# #(（!）（"）&(（!）#（"）／%" #* （#+）

本方法中必须规定约束条件：混合物中各原子

的,-.’/01’-23半径+（!）
% 一经混合元素的45方程

确定之后就不再随求解651自洽场原子结构的过

程变化；要求混合物质中各原子呈电中性*这种约束

条件很强，它忽略了各原子间压强的平衡，也不能保

证各原子的化学势"
（!）严格相等*但它的优点是混

合物质651自洽场原子结构的求解变成了单个原

子651自洽场原子结构求解的若干次重复*为了保

证各原子电中性条件的成立，各个原子必须调节各

自的化学势"
（!），以保证

#
,
-（!）
, &!

+
（!）

%

%
!

（!）
!（"）*!"#&"#.（!） （#7）

成立*完成守恒条件检验后，库仑关联势(（!）
8（"）、

交换势(（!）
’(（"）、电子关联势(（!）

9://（"）可由文献［;］

给出*合成的原子势(（!）（"）为

(（!）（"）#(（!）
8（"）&(（!）

’(（"）&(（!）
9://（"）*

（#<）

这样的势(（!）（"）重新参加自洽场的叠代过程，比

较详细的解法可参阅文献［*］，直至解完该原子结构

为止，然后进行下一个原子结构的计算过程，把所有

的原子结构解完*
由于每个原子的半径不再调整，原子结构的自

洽场计算是通过调节各自的化学势来完成的*当整

个“混合”原子结构计算完毕后，各自的化学势会略

有差异*在统一使用时，把各自的化学势作处理*令

"##
!
/!.

（!）
"

（!）／#
!
/!.

（!） （#=）

作为“混合”原子的化学势*

; 讨论与结论

为了检验理论的可靠性，首先，把混合物退化为

单纯物质，与国际上已经公开的结果进行比较，检查

本文理论的精度*从表"可以看到：计算结果的相对

误差小于"0*其次，针对>?（<%@）AB&（;%@）混

合物作了大量的计算，就混合原子结构中较重要的

物理参量作一些分析*在本文给出的数据表中温度

)的单位为’C，密度1 的单位为.／9D;，其余均采

用EF?F>?$B&$表示纯净的元素*从图"可以看到：

混合物中各组分的化学势差别不大，但随着密度的

加大，偏离偏差逐渐增大*这说明简单的混合的原子

结构精度尽管有限，但在大的物理范围内的结果是

满足要求的*表#给出不同温度密度下，混合物中各

组分原子的半径比较*从中看到：即使混合物的组分

图" >?（<%@）AB&（;%@）混合物中组分原子化学势的比较

比例不变，密度也不变，组分原子的半径还是随着温

度的变化而变化*一种组分的原子半径随温度增加

而增加，另一组分的原子半径就会减小，这与物质的

组分密度无关*这是一个不可事先知道的物理量*和
纯净物质原子半径相比则有更大的差别*只有在高

密度的情况下原子半径才没有较大的差别*表;给

出在一定温度)G+%%’C、密度1G#%.／9D;下>?
AB&混合物在不同重量比的情况下各组分原子半

径+、化学势"、离化度-2以及内壳层能级的比较

（注意>?的重量比顺序与B&正好相反）*可以看

到：组分比例的改变还是引起了原子结构参数的改

变，特别是原子的内壳层的能级在重量比不同的情

况下，极端改变将近;<’C*那么对外壳层的影响会

更大*然而，最受影响的参量是化学势，极端改变将

近**’C*这对微观物理过程的影响不可忽视*通过

以上简单分析大致对混合物原子结构求解有一个了

解，更精确的求解要放宽约束条件，进行更完备的自

洽场方法计算，简单地用单元素结果进行“配方”模

拟混合物会造成较大的误差*
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表! "#元素前!$个能级的比较表 !%!$$&’，"%!#()*+／,-)

能级 !.!／* *.!／* */!／* */)／* ).!／* )/!／* )/)／* )0)／* )0(／* 1.!／*
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误差／$ $#6 $#( $#1 $#( $#$ $#) $#* $#( $#( $#)

!7/89,:是本文计算混合物质辐射不透明度的程序，包括了混合物质的原子结构程序#

表* ;<（3$=）>?0（)$=）混合物中各组分的原子半径比较
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表) 不同重量比的;<>?0混合物中各组分原子的半径%、化学势!、离化度&’以及内壳层能级（&’）的比较（注意;<的重量比顺序与?0
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?0重量比 $@! $@* $@) $@1 $@( $@6 $@3 $@4 $@5

% *@465 *@4(6 *@411 *@4)! *@4!5 *@4$3 *@35( *@34) *@33*

! 261@11 261@** 261@$$ 26)@33 26)@(6 26)@)( 26)@!( 26*@5( 26*@3(

?0 &’ )*@36 )*@3$ )*@6( )*@6( )*@6! )*@(6 )*@(! )*@16 )*@1*

!.!／* 2(!(1( 2(!(1! 2(!()6 2(!()! 2(!(*3 2(!(** 2(!(!4 2(!(!) 2(!($5

*.!／* 25156 2515! 25146 2514* 25133 2513) 25164 5161 2516$

;<重量比 $@5 $@4 $@3 $@6 $@( $@1 $@) $@* $@!

% *@56* *@515 *@5)6 *@5*) *@5!$ *@454 *@446 *@431 *@46*

! 261@(! 261@*5 261@$4 26)@43 26)@63 26)@13 26)@*6 26)@$3 26*@44

;< &’ )6@!! )6@$( )(@55 )(@5) )(@43 )(@4! )(@36 )(@3$ )(@61

!.!／* 24*1)1 24*1*5 24*1*( 24*1*$ 24*1!6 24*1!! 24*1$3 24*1$* 24*)53

*.!／* 2!(631 2!(63$ 2!(66( 2!(66$ 2!(6(6 2!(6(! 2!(613 2!(61) 2!(6)4

3)!*!!期 孟续军等：混合物质原子结构的自洽场计算



［!］ "#"#$%&’())*，!"#$%&’(%，!"#（!+,-），,-+#
［.］ /#0#/1，2#/#34(56’)*+%，758)9:1;8%9589<)(;8%;(&=4>9)*

9?@A0（0;%>5;><)>BB，C>%D%56，!+EF），G#.H!（%5I4%5>B>）［徐

锡申、张万箱等，实用物态方程理论导引（科学出版社，北京，

!+EF），第.H!页］#
［H］ C#J#K9LB5*(%，!"#$%&’(%，$#（!+-.），!!H-#
［M］ /#"#N>56，O#0#015，,-)*!"#$.-*/.0.-*，%&（!++M），HM,（%5

I4%5>B>）［孟续军、孙永盛，物理学报，%&（!++M），HM,］#

’()*+,-.’/’0(.0,$),1)$0/-.-*$0-2/,’031,013(
*-32/4013(!

N@P$/QR"QP!） 3AP$/7SAR<7P$.） CS7OQP!） 0QPOAP$R0T@P$!） 3TSP$"7P$RU7P!）

!）（10$).)2)’34,55+.’6!"#$.-$*0673852)*).30*+9*)"’8*).-$，:’.;.0< !VVVEE，7".0*）

.）（=’+’-38820.-*).3073++’<’，>’?’.@0.(’A$.)#，:*36.0< V-!VV.，7".0*）

（K>;>%’>:EN();4.VVV；)>’%B>:W(51B;)%G8)>;>%’>:M"15>.VVV）

SC0=KSI=
C(B>:95)>&(8%’%B8%;T()8)>>RJ9;XR0&(8>)B>&?R;95B%B8>58(’>)(6>(89W%;W9:>&，(89W%;B8)1;81)>?9)W%Y81)>%BB81:%>:

Z*B1WW%561G;9WG95>58’9&1W>B%5W%Y81)>#S&69)%841W%;G)9;>:1)>?9)B9&’%56Z98484>6)91G9?=49W(BRJ>)W%>[1(R
8%95B(5:84>B>&?R;95B%B8>58(89W%;B8)1;81)>%BG)>B>58>:%5:>8(%&，(5:，B9W>51W>)%;(&)>B1&8B()>:%B;1BB>:#

56789:;<：W%Y81)>，(89W%;B8)1;81)>，=49W(BRJ>)W%W9:>&
=$,,：H!!V，H!!,，H!.VU，,..,

!<)9D>;8B1GG9)8>:Z*84>0;%>5;>J915:(8%959?I4%5(S;(:>W*9?@56%5>>)%56<4*B%;B（$)(58P9#++V..H）(5:84>75>)8%(&I95?%5>W>58J1B%95

J915:(8%959?84>I4%5(P(8%95(&T%64=>;459&96*\>’>&9GW>58<)96)(W#

EH!. 物 理 学 报 M+卷


