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推导了一种快速、有效的计算动力系统李雅普诺夫（’()*+,-.）指数谱的方法/该方法避免了一般算法的频繁的
重正交过程；且在维数不高（!"0）的情况下，所需求解的方程数也较一般方法更少/该算法即适用于连续又适用于离
散系统，当指数出现简并时同样有效/对以’-12,3动力系统为主的数值计算，验证了该算法的快速性及其稳定性/

!国家自然科学基金（批准号：45$&#"#4）资助的课题/
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# 引 言

对初始值的敏感性是混沌系统的一个最为重要

的特征，李雅普诺夫指数就是这种敏感性的量

化［#］/在#5$6年格里波基证明当一系统（非发散）的
李雅普诺夫指数出现正值时，系统将是混沌的［!］/
此外，在判定由混沌系统分解出的子系统间能否实

现同步的主要判据之一即其子系统的李雅普诺夫指

数（条件李雅普诺夫指数）皆应为负值［6，%］/可见了解
李雅普诺夫指数谱在动力系统的时间发展过程的判

定和混沌系统同步及控制应用中都是极为关键的/
对目前较为常用的方法，主要可分为基于正交

上三角（78）分解的离散［0—&］和连续［$］的方法，以及
基于奇异值分解（9:;）的连续的方法［5］/然而，我们
发现这些方法都有不足之处，如基于78分解的离
散的方法无论是利用<1)=>9?@=ABC重正交归一
（<98）［0］进行分解还是利用D-+E2@-FB21变换［4，&］

都必须进行频繁的重正交及数值重整，大大影响计

算的速度/对于连续的方法，虽然避免了重正交及重
整，但基于奇异值分解的方法［5］无法处理指数简并

的情形，而基于78分解的连续方法［&］得出的关于

!的微分方程组在三维时即变得异常的复杂，难以
处理/此外，连续方法的数值稳定性亚于离散的方

法［#"］，且只能用于计算连续系统的李雅普诺夫指

数/本文将引入复合矩阵的概念及它的一条重要性
质，从一矩阵特征多项式系数的有关性质及李雅普

诺夫指数的定义出发，详细的推导了一种计算李雅

普诺夫指数谱的有效方法/该方法不需要进行频繁
的重正交，且在维数不太高（!"0）的情形所需求解
的方程个数!,G#也要比常用方法所需求解的方程
数,!个少，若仅需求解部分指数，则所需求解的方
程数目更少，并且对连续及离散系统都适用/在出现
简并时，也依然有效/以’-12,3系统为例，求解了在
不同参数下的李雅普诺夫指数谱，并为了验证其准

确性还作出了相应参数下的准庞加莱截面图/结果
表明该算法快速、稳定，尤其在维数不高的情形，更

体现着其优越性/

! "阶复合矩阵［##］

设#为一!H!阶矩阵，$%&为其中的一个元
素，则#的"阶复合矩阵’"（#）中的元素是由#
划去!G"行!G"列所余"行"列的行列式所构
成(特别地，有’#I#，’!I;2C###(设余下的"
行指标为)I｛)#，)!，⋯，)"｝，列指标为 *I
｛*#，*!，⋯，*"｝，将"阶复合矩阵的元素表为

’)*，则
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!"# $!
%!，⋯，%&
#!，⋯，#&

’"!%!’""%"⋯’"&%&， （!）

其中!%!
，⋯，%&

#!，⋯，#&
为#$%&’()’$*’&+%$（克罗内克张量），

取值为

当（%!，⋯，%&）不是（#!，⋯，#&）的一个交换时
取,；
当（%%，⋯，%&）是（#!，⋯，#&）的一个偶交换时

取!；
当（%%，⋯，%&）是（#!，⋯，#&）的一个奇交换时

取-!(
由于行列指标"，#中的元素位置交换并不会

产生新的元素，所以!&（)）应是*&+.*&+阶的(为
论述方便我们规定!"#在复合矩阵的位置利用字
典排序的方法［/］，即" 大者它的行位置就大，# 大
者它的列位置就大(而" 或# 的大小是如下规定
的：

若,!0-!，⋯，,%-!0-%-!，而,%!-%对某个%
成立，则称有序数组（,!，⋯，,+）大于（-!，⋯，-+）(此
外，若我们设.为另一+.+阶矩阵，它的&阶复
合矩阵为!&（.），则由复合矩阵的定义不难得出以
下的重要性质：

!&（).）$!&（)）!&（.）( （"）
在下面的推导中将利用这一性质(

1 动力系统的李雅普诺夫数（指数）

本节将首先介绍两条有关特征多项式系数的性

质，然后利用这两条性质及李雅普诺夫指数与特征

值的关系，详细阐述在离散系统和连续系统下的李

雅普诺夫指数的计算(
对于一+阶方阵)，设它有+个特征值且按以

下顺序排列：

/"!/"/""/"⋯/"+/， （1）
则它的特征多项式可表为

2’*/)0"1/$#
+

%$,
（0"）%2（+0%）， （3）

则由高等代数的知识我们有［!"］

（!）2&是)的&阶主子式之和（所谓主子式
就是行指标和列指标相同的子式），则由!&（)）的
定义可知应有

2&$4$5(’（!&）$#
3&+

’$!
!&’’； （6）

（"）2&是"!，⋯，"+的&次初等对称多项式

24$ #
%!$%"$⋯$%&

"!，⋯，"&0!，"&( （7）

!"# 离散动力系统

现考虑一+维离散动力系统

5,6!$7（5,）， （8）

设｛58,｝是该系统的一条轨道，偏离该轨道一微小量

5#,的另一轨道5,05
#
,958,的演化方程为

5,6!$58,6!65
#
,6!$7（58,65

#
,）

45:
%
;%$

7（58,）6
$7
$9/58,5

#
8,6:（&5

#
,&"）(

忽略5#,的高阶小量则有

5#,6!$;,5
#
,亦即5

#
,6!$;,;,0!⋯;!5

#
!，（<）

其中;,为7在58,的雅可比矩阵(设;
（,）（58!）是

58 %! 58,映射的雅可比则有

;（,）（58!）$;（58,）;
（,0!）（58!）

$;（58,）⋯;（58!）( （/）

如果!&（,）和<&分别是矩阵;（,）（58!）和;（58,）的

&阶复合矩阵(则由复合矩阵的性质（"）及（/）式可
得到

!&（,）$<&!&（,0!）( （!,）
设"&是;

（,）（58!）的第&个特征值，则我们可定义
相应的李雅普诺夫数为

$&$;=>%, ?
/"&/!

／,( （!!）

又由（7）式可知

2&（,）$"!""⋯"&6"!""⋯"&0!"&6!6⋯

6"（+0&6!）⋯"+

$"!""⋯"& !6
"!""⋯"&0!"&6!
"!""⋯"&

6（ ⋯

6
"（+0&6!）⋯"+
"!""⋯" ）&

( （!"）

当 %, ?时由我们的约定（1）式可得到

/2&（,）/!／,$/"!/!
／,⋯/"&/!

／,

$$!$"⋯$&( （!1）

同理：

/2（&0!）（,）/!／,$/"!/!
／,⋯/"&0!/!

／,

$$!$"⋯$&0!( （!3）

所以可得

$&$/2&
（,）/!／,／/2（&0!）（,）/!／,( （!6）

对（!6）式等号两端取常用对数，即可得到我们所需
要的李雅普诺夫指数
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!"#!"#!$ $

%
$!&%
（&"（$））／（&（"’%）（$））%，（%’）

式中的&"可由（(）和（%)）式推得(同时我们注意到
（%)）式是一线性方程组，即)" 的各个列向量的求
解是相互独立的，并且当经过多次迭代后，)"的各
个列向量都将迅速的向主特征矢（最大特征值所对

应）靠拢［*，%+］，所以在实际计算中，我们可仅取其中

的任意一列向量进行求解，则（%)）式可简化为

)""（$）#*")
""（$’%）， （%,）

式中)""为矩阵)"中的一列向量，同时有

&"（$）##
+",

-#%
)"（$）- ( （%*）

!"# 连续动力系统

设有一微分方程组为

.
·
（/）#0（.（/））( （%-）

将上式进行欧拉离散可得到

.-1%#.-10（.-）!/， （.)）
其中.-/.（/），.-0%/.（/0!/），!/是一微小
量(则映射（.)）式的雅可比矩阵可写为

213（.（/））·!/，
其中3（.（/））是0的雅可比矩阵，2为单位矩阵(
类似离散情形可令*"是203（.（/））·!/的"阶复
合矩阵(同（%)）式可得到

)"（$）#*")"（$’%）， （.%）
可导出

)"（$）’)"（$’%）

!/ #
（*"’2）)"（$’%）

!/ (（..）

因为!/是一微小量，所以可得到

)
·"（/）#4"（.（/））)"（/）( （.+）

在上式中我们令

4"（.（/））#!"#
!/!)

（*"（213（.（/）））’2）
!/ (

（.1）
同样&"（/）应满足关系式（(），即&"（/）/23456（)"

（/））(与离散情形一样，我们可对（.+）式进行简化即

仅取一5",维列向量)
""（/）进行计算，即

)"
·
"（/）#4"（.（/））)

""（/）， （.(）
同时有

&"（/）##
+",

-#%
)"-（/）( （.’）

则同（%’）式我们可得出连续系统的李雅普诺夫指数

!"#!"#!/ $

%
/!&

&"（/）
&"’%（/）(

（.,）

!"! 算法实现

在实际计算时，若对（%,）或（.(）式直接进行求
解，常会遇到数值溢出问题(为了防止数值的溢出，
我们必须进行数值重整，即将迭代（积分）向量加以

规范化，较为简便的方法是进行归一化，即每次迭代

或积分一短时间!/后将新得的向量乘上该向量的
.7范数的倒数，并作为下一次迭代的初值(下面以
离散系统为例进行简要的说明：

对（%,）式的计算我们可改写为

6"$’%# )""（$’%）

$)""（$’%）$.
；

)""（$）#*"6
"（$’%）， （.*

%

&

’ ）

则不难看出此时应有

&"（$）#$)
""（$’%）$.·$)

""（$’.）$.⋯

$)""（)）$.#
+",

-#%
)"（$）- ( （.-）

当 !$ $时由（%’）和（.-）式可得到

!"#
%
$#

$’%

-#)
!&$)""（-）／)"（"’%）（$）$.( （+)）

在上式中为计算方便我们将

%
$!& #

+",

-/%
)"（$）- #

+
（"7%）
,

-/%
)（"7%）（$）-

这一无穷小量忽略(对连续系统当 !, $时我们
有相似的结果

!"#
%

,·!/#
,’%

-#)
!&$)""（-·!/）／)"（"’%）（-·!/）$.，

（+%）
其中!/为一较小的时间段(

1 举例及结果分析

下面我们主要以8936&:模型为例说明该算法
的快速性及稳定性;893&6:模型的方程表述为

7·#’!71!8，

8·#’791:7’8，

9·#78’;9(

（+.）

由（.1）式我们可构造出

4%#
’! ! )
’91: ’% ’7
8 7 ’

(

)

*

+;

，
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!!"
#"#! #$ #
$ #!#% !
#& #’() #"#

!

"

#

$%

，

!$"#"#!#%*
利用%阶变步长龙格+库塔法同时对（!&）和（$!）式
进行积分，并在积分一短时间!,’#*"后进行数值

重整，积分初始值-%.（#）可为任意非#向量，则由
（$"）式可得出该系统在不同参数)（""&)&%##，

!)’#(&）下的李雅普诺夫指数谱（另两参数为：!’
"#，%’)／$），如图"所示*同时为便于比较我们还

作出了在相同参数范围及变化率下的准庞加莱图，

如图!所示，以及在几个典型参数下的吸引子（图

$）*图!中的/是将吸引子投影到$+&平面上与直
线$’&的交点与原点的距离*在此不采用常见的
庞加莱图［!］是由于在有的参数下（如：!"$&)&
$"$），系统会出现两个关于’轴对称但具有不同吸
引域的吸引子（如图$（*）中的虚线和实线表示不同
的吸引子），因此在作图时将容易产生遗漏（若仅从

一个初始点出发），而利用距离则可避免这种情形*
图"及图!表明，随控制参数)，当系统的最大指数
值发生突变时（即由正值变到#或由#变到正值），

图" +,-./0动力系统的李雅普诺夫指数谱图 图! +,-./0动力系统的准庞加莱图

图$ +,-./0动力系统在不同参数下的吸引子在$+&平面上的投影
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!"#$%&模型将由混沌走向周期或由周期走向混沌’
类似于我们熟知的!"()*+),映射［-.］’同时在混沌区
域也有周期窗口出现（对应图-，/01｛!｝23时的"
值）’事实上，若设法提高"方向的分辨率，这一现
象将更为直观’同样地，由图4我们看到系统的吸引

子也随着指数的变化而在混沌与周期间变化’此外，
我们还对常见的几种系统如：5$%"%映射，6"**7$#
系统及超6"**7$#系统［-8］进行了计算，该方法都迅
速而准确地给出结果’

［-］ 5$)%19:++";$)+($%，<=0"*0%>?#0,+07*（@A#)%($# B$#70(，

C$DE"#F，-GGH），<=0A+’-H’
［H］ I"=%J#(K#)*，J%L1A7"#0+)"%"M<=0"*（J/*+$#>0/，C"#+=9

5"770%>，-GG.），<=0A+’8’
［4］ !’N’;$,"#$，O’!’<0##"77，#$%&’()*’+),,’，!"（-GG3），

PH-’
［.］ !’N’;$,"#$，O’!’<0##"77，#$%&’()*’，#""（-GG-），H4Q.’
［8］ J70%R"7M),-!’，#$%&./-，$!%（-GP8），HP8’
［S］ I’;’L,F/0%，T’6U$77$，()*’012’#$%&’，&’（-GP8），S-Q’
［Q］ V"W)%>0%60%(0#0X0%),-!’，#$%&’()*’+),,’，()（-GGP），

4Q.4’
［P］ I’N’V#$$%$，I’@’Y)/，#$%&./-，*"%（-GPQ），H-4’
［G］ 5’?’B"%Z#$/$%),-!’，#$%&./-，%$)$（-GGQ），-’
［-3］ Y’V$)*+),-!’，#"13’4$)1’#$%&’，(+（-GG3），PQ8’

［--］ E’<="[U$+9Z#U=0+，<’T$D)++9N"#$++$，J%07K*)*，N0%)M"7>*

0%>;=K*),*（C"#+=95"770%>，J/*+$#>0/，-GQQ），A’H8P’
［-H］ \’Y’]=0%(，J>W0%,$>J7($̂#0（O*)%(=U0_%)W$#*)+K;#$**，

Z$)X)%(，-GGP），A’HH；-4P（)%<=)%$*$）［张贤科等，高等代数学

（清华大学出版社，北京，-GGP），第HH；-4P页］’
［-4］ I’5’R)7F)%*/，O=$J7($̂#0),L)($%W07U$;#"̂7$/（@,)$%,$

;#$**，Z$)X)%(，-GPQ），<=0A+’-（)%<=)%$*$）［I’5’威尔金森，代

数特征值问题（科学出版社，北京，-GPQ），第一章］’
［-.］ T’@’R0%(，!’<0"，<=0"*，?#0,+070%>JAA7),0+)"%（@,)$%,$

0%>O$,=%"7"(K_%)W$#*)+K"M<=)%0;#$**，5$M$)，-GG8），

<=0A+’H（)%<=)%$*$）［王东生、曹 磊，混沌、分形及其应用

（中国科学技术大学出版社，合肥，-GG8），第二章’］

［-8］ :’L’6"**7$#，#$%&’+),,’，’$#（-GQG），-88’

#,-./0%10230,45.6789:#4570;-<407-7.==4-3.2#
>6./05.2-02./0807#96?#.607!
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