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传播的解析分析!

石秉仁
（核工业西南物理研究院，成都市!"#信箱，成都 $%&&!%）

（#&&&年!月%&日收到；#&&&年’月"日收到修改稿）

通过对小参量!(（"#)*／"#）+%展开，导出了简化但普遍的低混杂波电流驱动（,-./）参量状态下的低混杂波

色散方程0讨论了环形效应（环向磁场的!+%关系及磁面的123453678位移）引起的平行折射率的上移或下移及慢
波与快波的模转换条件，得到一个关于低混杂波可以向等离子体内部传播的充分条件，它与,-./实验中普遍观
察到的密度极限现象有密切联系0预期的临界密度"*9"#!

／"$#／"%!／"（#，$，%分别为波的频率、磁场强度和环径
比），与圆截面托卡马克装置中,-./实验结果较好地符合0关于波传播和平行折射率移动的理论结果可作为子程
序用于,-./的大型计算编码，使计算得到简化0

!国家自然科学基金（批准号：%::;’&%’）资助的课题0
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% 引 言

低混杂波电流驱动（,-./）是托卡马克反应堆
非感应电流驱动的主要选择方案之一，除用来维持

长电流脉冲外，近期实验中还用于产生具有反向磁

剪切的“先进约束位形”［%，#］0我国的两个主要托卡
马克实验装置-,<%=和-><;上已在这一领域开
展研究多年［"，!］，在建的两大装置-,<#?和-><;@
也将其列为主要研究方向0虽然关于,-./的理论
研究已开展多年，已有多个大型计算编码可用于确

定波功率沉积和驱动电流剖面［’，$］，但由于波功率

是在多次穿越过程中逐渐沉积的，物理图象非常复

杂，人们对很多重要的物理问题并未获得清晰的了

解0仅就波传播而言，在,-./参量状态下（即"#
#"A2，"A2为低杂共振频率），不存在共振区域，而且
也不存在一般意义上的截止区域，同时环形效应（主

要是环向磁场的!+%关系及磁面的123453678位
移）可以引起平行折射率的上移或下移，这个问题本

身已经非常复杂0数值模拟给出的波迹投影图是一
堆重叠的曲线，很难从中看出清晰的物理图象0文献
［;，B］试图进行解析分析，但限于静电近似，并且所
分析的问题中等离子体参数限于"$")C的情形0本

文的目的是在更一般的条件下对局域色散关系进行

简化，在此基础上研究波迹方程，进而研究波的传播

性质，了解一些重要问题的物理图象0

# 局域色散关系的简化

与低混杂波加热情况不同，在托卡马克,-./
实验中采用较高的波频率，即"###A2，其中

"A2&")C／ %’"#)*／#% #
* （%）

是低混杂波频率(一般而言，波的传播特性可以用冷
等离子体色散关系描述，我们将采用文献［’］中符
号(包括快波和慢波的一般色散关系为

)!"!&’)#"#&’)&&&， （#）
其中)&，)#，)!是介电张量的三个分量$&，$’，$*+
及平行折射率"’的函数(将其解出

"#&&
,)#- )##,!)&)% !

)!
， （"）

“D”号对应于慢坡，“+”号对应于快波(对于,-./
实验，)!(&，即不存在低混杂波共振条件(由于

"#)*／"#大于%&#，其倒数可以作为展开小量，可以发
现如下的量级关系：

$&$.（%），$’$.（%&#,%&"），$*+$.（%&%）(
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保留最低一级，我们有

!!"!!""#"#$%／##%$"#$&／"#， （!）

!#"（!"#!!）（%#"$!!）#!#&’

#$
"#$%
"#
%#"$!!$

"#$%
#［ ］#
%
， （’）

!("!"［（%#"$!!）#$!#&’］#
"!$%
"!
"#$%
##%
(（)）

利用这些近似式，快慢波的色散关系可以简化为

%#!"
"#$%
"#!!

)*（%"，*，$）， （+）

%#!"
"#$%
"#!!

),（%"，*，$）， （-）

其中*，$是局部坐标系的径向半径和极向角(

),，*（%"，*，$）" ［"# %#"$!!$
"#$%
#（ ）#
%

+ （%#"$%#""）（%#"$%#"#$ ］），（.）

%""，#" !$ !%"$%／#%( （"(）
特别是，%"&%"#对应于所谓的波的可近性条件(
下面将指出，满足可近性条件的波并不一定能传入

等离子体内部(
当%#"’%#"#且"$%／#%("时，快慢波色散关系

可进一步简化为

),#%#"$!!$##$%／##%， （""）

)*#
!!"#$%／##%
%#"

( （"#）

此时，慢波色散关系基本上与静电波的色散关系

!!%#!#!"%#""(
一致［+，-］(从图"关于),和)*随%"的变化中可以
看出，这两个函数处在一条光滑的曲线的上下两侧，

在%"&%"#的区域，快、慢波完全分离，%"很大时，
慢波的),)%#"（静电近似）(
在满足可近性条件下，波的垂直折射率为实数

且不会达到零值(即在一般意义上（平板位形中）波
并不会被截止(但在环形系统等离子体中波不可能
到达磁轴附近，这是因为环形效应会改变极向模数

,，当, 很大时，径向波数（或%/）将变为零(文献
中称

%/"( （"0）
的空间点为 12&,$%/&3454677%/8点（简写为 9:
点）［+，-］(其物理图象是，在该点附近区域，波迹主要
沿极向运动(可以看到，由于慢波的垂直折射率远大
于快波的垂直折射率，因此慢波的9:点的位置远

（6）为),，*随%"的变化

（;）为（6）的部分放大图

图"

较快波的深入等离子体内部(对%#"’"情形，慢波
的9:点位置由

*9:"
-, !$!
"$%%"

#"./"$%
( （"!）

这里已利用平行折射率的定义

%""
-
".
（%#,／/）， （"’）

.和/分别为环的大半径及安全因子(快波9:点
位置近似为

*9:#
-,#%%"
"#$%

#"./"$%
%#"
#%
"$（ ）
%
( （")）

即快波的9:点半径是慢波的/%#"#%／"$%倍(一般
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而言，慢波可以进入!!"磁面内部，而快波在非常
靠近表面的区域"由于靠近表面的区域中密度涨落
很大，会对低混杂波造成强烈的散射［#］"所以，快波
通道中的波功率将很快损失"
现在讨论因平行折射率减小（通常是因为极向

模数# 负向增大所致）而使可近性条件破坏的情
形"当

$!%$!$% !" #&"%&／#& （"’）

时，快慢波的垂直折射率趋于相等，都等于

$$#%
"$%&
!" #"$

"%&
#&
" （"(）

满足上述条件的区域称波的汇合点（)*+,-.&+)&
%*/+0），在该点附近，慢波和快波可以发生模转换"
汇合点的位置要由极向模数# 的变化确定"如果波
进入等离子体时#!1，记$!1!$／’"对#$1，当

(#(%")’!$!1* !" #&"%&／#（ ）［ ］& （"#）

时发生汇合"在汇合点附近，慢波功率的一部分模转
换到快波通道"根据上面的讨论，这部分功率实际上
不能用于电流驱动"模转换的效率要由波的高阶微
分方程确定，本文不包括这部分内容"

2 波迹方程

为导出简化的波迹方程，定义慢波的345/-0*+
量为

+%,$#*
"$%&
!#)$

-6（$!，.，$）" （$1）

可以一般地写出关于波迹在.，$面上的投影及极
向模数变化的两个联立方程

7.
7$%

,.
［（#／.$）*（"$%&／$!#)$）!-6／!#］

，

（$"）

7#
7. %*

!+／!$
$,8

" （$$）

一般情况下，上述方程的解要通过数值积分得出"但
在两种有意义的极限条件下，可以进行解析分析"第
一种情形是$$!%"，这时，慢波色散关系化为静电
波色散关系：-6&$$!，这已在文献［’，(］中详细分析
（但限于"&"%/情形），其主要结论是，由于环形效
应，慢波的平行折射率在多次穿越等离子体的过程

中将不断地上移，直到波功率谱/（$!）的峰值位置
移至可以与大量热电子发生共振吸收，波的大部分

功率被衰减"这个问题又称波谱空缺的填补，解释了
为什么从波导口发射的峰值处在$!较低处的功率
谱（通常装置中选取""9$$!1$$:9）可以有效地驱
动环向电流"文献［’，(］中的结果与数值模拟的结果
比较接近"
本文将着重讨论另一问题，即平行折射率的下

移及其引起的物理效应"数值模拟中早已发现这种
下移现象，它可能是密度提高时波功率不能沉积到

等离子体内部区域的原因［"1］"波谱下移不能再用静
电近似描述，波迹方程的求解一般要做一些不很复

杂的数值计算"但当平行折射率接近可近性条件的
情形，可得（主要考虑了主磁场的’;"依赖关系）

7#
7. &

$$!
"$$

"$%&
!#)$,8
（$$!*$$!$）*"

／$.
’6/+$
，

（$2）

7$
7.&*

"$%&
"9$,8!#)"’!

"%&
#（ ）&

"／$
（$$!*$$!$）*"

／$"

（$9）
上述方程表明，在平行折射率下降到接近临界值时，

极向模数和极向角都随小半径迅速变化"由7#／7$
方程可以得出

"# &*$")’7$（$$!’!6/+$）" （$<）
对典型=3>?实验参量，只要波迹在下半平面顺时
针方向或在上半平面逆时针方向转动一定角度，使

%（)*6$）&;"量级，"# 的变化很易达到（;"11）"
从（$2）和（$9）式可知，密度增大时# 和$随半径的
快变化按$<／9& 定标"另一方面，平行折射率的临界值
随密度加大，两者结合，在密度加大时就容易发生平

行折射率下降现象，引起慢波向快波的模转换"这很
可能是出现密度极限的原因"

9 波可透入等离子体内部区域的充分
条件和密度极限

回到波传播问题，考虑接近模转换点时情形"模
转换点的径向位置为

.)%(#()
!"／$##&
"2%" &

&(#()#
"／$

"2／$%&
" （$@）

利用（"#）式，可得

.)
0 %

"#"／$&
"2／$%&

’!
0
（#$!）， （$’）

其中#$!!$!1;$!$，对于每一束波，可以透入等
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离子体内部区域的充分条件为

!!!"!!""#$（%）， （"#）
上式等号右方是%$&／’的函数，其中

#(
!%／"&’（!）
"(／"’ !

’
)*!
， （")）

$（%）(%
!’（%）／!’!
*（%）／*!

， （%!）

宗量为零或下标为零都对应于磁轴处的值+这里所
说的充分条件的含义是：满足条件（"#）式的波束一
定能向内部传送，而不满足的波束虽也可能进入内

部，但由于环形效应可能产生的平行折射率下移，这

类波束有很大的概率会转换成快波+对给定的密度
和安全因子剖面，（"#）式由图"所示+（"#）式等号右
方函数具有极大值+显然，对于!!!大于该极大值的
波束，可以透入等离子体内部+

图" 模转换点的位置 对应参量为!’（%）$(*(!(%+,-%

*（(-!+)%"）；*（%）$(."+/%"；,$"+/0；-$"+1/234

函数$（%）在%$!+/附近达到极大值，其值约
为!5"/+因此（"#）式可以近似地表为

!!!"!+"/#， （%(）

对应地可以定义一个临界密度

!’+(!+!6-1
／%,"／%（.*!）1

／%（!!!）1
／%，（%"）

式中波频率以234计，磁场强度以0计，.为环径
比+该关系式不仅可以定性地说明提高频率和磁场
有利于提高临界密度，而且具有定量可比性+不过，
对具体的装置，平行折射率的改变量!!!是不容易
简单确定的+一般7389实验中波功率的选取原则
是：波束在通过边缘附近的消散层（密度满足#!$
!）时被反射部分要尽可能小，同时又满足可近性+
关于平行折射率的波功率谱的宽度约为"!!#
!5/+因此，!!!有一定的可变范围+表(是给定*!
$(，!!!$(时对一些圆截面托卡马克装置计算出
的临界密度值，与实验的符合程度相当好（理论为中

心密度，实验为平均密度）+
表( 一些托卡马克7389实验的临界密度

装置名 )／’ ,／0 -／234!’+／(!(%+,-%!
—
’／(!(%+,-%

37:(;［%］ 1 "</ "<1/ "<% "

30:=［1］ 1</ "<" "<1/ "</ "

>0:?［((］ % = # (/<" "(!

0@［("］ "<)/ 1</ %<= %<1 %

A@9BC［(%］ %<% 1 "<1/ "<1 "

A78A0DE［(1］%<=6 (! 1<6 (!<% (!

但是，对于FB0，F0:6!?种类具有拉长截面的
位形，由上述公式得出的临界密度明显低于实验值<
例如，FB0上最近的实验表明，在!—’$(*(!(%+,-%

时，低杂波功率在规范化磁面#$!5=内的功率沉积
达到(!!G，而当!—’"%</*(!(%+,-%时，该区域内
的功率沉积下降到小于"/G［(/］<即FB0上7389
的临界密度应在%*(!(%+,-%附近，但由上述公式
得出的临界密度仅为(*(!(%+,-%<因为我们没有
考虑拉长截面效应（此时极向模数/ 随极向角的变
化呈振荡型），这是值得进一步研究的问题<
本文关于慢波传播的简化方程可以作为子程序

用于完整的7389计算编码的波束计算<

［(］ ><C<@HIJK’L，01’2/’0342+#5!6&+78295!，!"（())=），M%/%<
［"］ N0BEOPQR<BS&’LT2LHU&，:8;1+78295!，!"（()))），"/(%<
［%］ 9VKWCUXK:THKW，YXKWBK:QHU，ZP’KW[HKW:4P’KW<6’1+，:8=

;1+78295!’!>01’2/’0342+，#$（"）（())1），("（VK8PVK’R’）
［丁玄同、王恩跃、郑永真等，核聚变与等离子体物理，#$（"）

（())1），("］<
［1］ 2<7<\UXKW，Y<3<CU，C<]<ZPXKW<6’1+，#39!+0342+

?<66+，#%（())#），1%/<
［/］ O<0<MHKHIV，E<8<BKWIXJ’，0342+7189>2，&"（())6），")%=<
［6］ ^<>U+P’R，O<0<MHKHIV，N<O<@P_XRH‘R_Q<6’1+，:8;1+78295!，

!%（())/），(<
［=］ A<8XLJVKXIV，><EH,XK’IIV，0342+7189>2，&"（()#6），#(!<
［#］ B<MXLaXTH，><EH,XK’IIV，0342+7189>2，’&（((）（())!），%/)<
［)］ O<0<MHKHIV，B<DTT，0342+7189>2，&(（()#"），%/)<
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［!"］ #$%$&’(，)$*$#+,，-$.$/01，&$.$2,，!"#$%&"’()*+*,
-$+’.+-/0’%，!"（3）（!445），6!（,78+,7(9(）［薛思文、石秉仁、
高庆弟、李晓东，核聚变与等离子体物理，!"（3）（!445），6!］$

［!!］ :$;(<,=1>,?*,@1>A,7,，B$)0<C0D1，#$8,<07D12+$%，-/0’%314%
5122%，#$（!444），43$

［!6］ .$:07E1’DD(12+$%，!"#$%&"’()*，%%（!443），!3F$
［!3］ G$2(’D(<(<12+$%，!"#$%&"’()*，%!（!44!），3!5$
［!H］ I$;1<J1>0C12+$%，-/0’%314%5122%，"%（!4K3），H5"$
［!5］ :$;(<,=1>,?*,@1>A,7,，B$BJ(@0+>，L$)0<071M12+$%，-$+’.+

-/0’%6)*27%&"’()*，%&（!44F），!!!5$

’(’)*+,-.+/0*12)13456*75,03’849519’:’+,1(,(
+1;’<’;)6-04=945,<4(+.!

#EN)NO/?*BO
（8)"2/91’217*:*’2(2"21);-/0’(#’，-%<%=)>H36，6/1*?," P!""H!，6/(*+）
（*(=(,M(@!"QR<,>6"""；<(M,9(@S07’9=<,RD<(=(,M(@3I0T6"""）

Q)#U*Q8U
/(7(<0>C’D9,SR>,A,(@@,9R(<9,17<(>0D,17A1<D+(>1V(<+TC<,@V0M(,7>1V+TC<,@=’<<(7D@<,M(（2E8.）<(W,S(,9

@(<,M(@CT(XR07@,7WD(=+7,Y’(D+<1’W+D+(9S0>>R0<0S(D(<!Z（"6R(／"6）[!$U+(’RV0<@07@D+(@1V7V0<@9+,AD91AD+(

R0<0>>(><(A<0=D,M(,7@(X，07@D+(<(>(M07DS1@(=17M(<9,17@’(D1D1<1,@0>(AA(=D9（9’=+09D+(3[!@(R(7@(7=(1AD+(
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