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从晶格材料的电子结构理论出发，推导了一个计算剪切模量)的压强二阶偏导数!"# 的方法*针对!&钨合金

材料计算得到!"#+,%*%&&)-.,"，把这一结果用于/012345617.83.7有限应变理论的计算，并与!"#+%的计算结

果进行了比较*结果表明，!"#+%的计算结果明显高于!"#!%的计算结果，在压强较高时，二者结果相差较大*因
此，在高压下，必须考虑!"# 带来的影响*
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" 引 言

物态方程是描述物质系统中各状态变量之间关

系的一个函数表达式［"］，用来表达在一定热力学条

件下物质的形态，它对于研究材料在动高压下的动

态特性是十分重要的*物态方程的形式有多种，如

/012345617.83.7物态方程、格临爱森物态方程、混

合物物态方程和多孔材料物态方程等［$—9］*其中，

/012345617.83.7物态方程是经常使用的一种物态

方程，在使用这个物态方程时，要涉及到许多物理参

量，其中就有一个是剪切模量的压强二阶偏导数

!"#*这个量是一个二阶小量，用实验测量是十分困

难的*因此，在通常的计算当中，一般把!"# 取为零

值*但这样做会对计算结果带来多大的误差？如果

有误差，那么又怎样获得!"# 的值？对于这些问题，

目前尚未见有关的系统分析讨论的报道*
本文针对以上这些问题，从晶格材料的电子结

构理论出发，从剪切模量的一个理论计算式，推导出

了一个从理论上计算剪切模量的压强二阶偏导数

!"# 的方法，并针对钨合金材料进行了实际计算，并

将这一计算结果与!"# 取为零值的计算结果进行了

比较，发现在高压下，!"# 是不能忽略的小量*

$ /012345617.83.7物态方程

由/0123［’］得到的有限应变理论是较为广泛应

用的表示压强、密度及弹性模量之间关系的方程*它

的具体形式是定义一个:6;<10.7应变$，

$%"$ !／!（ ）%
$／&&［ ］" ，

则归一化的压强’为 ’% #
&$（"($$）’／$

，

其中#为等熵压强)
在’*$坐标系中，利用级数开展的方法，可以

得到四阶的/012345617.83.7方程为

’%+%(+"$(+$$$，

其中的系数分别为

+%%,%-，+"%
&,%-
$

（,.%-&9），

+$%
&,%-
$ ,%-,"%-(,.%-（,.%-&(）("9&［ ］!

，

其中,%-，,.%-，,"%-分别表示零压下的绝热体积模

量及其对压强的一阶和二阶偏导数)这个公式对于

拟合压力与体积数据是特别方便的，因为它把非线

性的/012345617.83.7方 程 简 化 为 应 变 的 平 方 形

式)且,.%-，,"%-有如下关系［#］：

,"%-%
,.%-（(&,.%-）&"9&!

,%-
)

以同样的方法，通过引入归一化的弹性模量，声

速也可以表达成应变的多项式形式)

/0%
10

（"($$）’／$%
!2$#

（"($$）’／$
，

/, %
,3

（"($$）’／$%
!2$4

（"($$）’／$
，
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!" #
"

（!$"%）#／"#
!&"’

（!$"%）#／"
，

其中()，*’，" 分别表示等熵条件下的纵向模量、

体积模量及剪切模量+且有

()#*’$
$
%"

，

!)，!*，!" 分别表示归一化的纵向模量、体积模

量及剪切模量，&,，&-，&’ 分别表示纵波声速、体

积声速及横波声速+将归一化的这些模量展开至有

限应变的四阶项有

!)#.)&$.)!%$.)"%
"，

!* #.*&$.*!%$.*"%
"，

!" #."&$."!%$.""%
"，

其中的各系数项的计算式分别为

.)&#*&’$
$
%"&

，

.)!#%*&’ */&’$
$
%"/（ ）& 0#（*&’$$%"&），

.)"#
’
"*

"
&’ *1&’$

$
%"1（ ）& $’"*&’（*/&’

0$）*/&’$
$
%"/（ ）& $%#" *&’$

$
%"（ ）& ，

.*&#*&’，.*!#%*&’*/&’0#*&’，

.*"#
’
" *"&’ *1&’$（*/&’0$）*/&’

*&（ ）
’
$
%#*&’［ ］’

，

."&#"&，."!#%*&’"/&0#"&，

.""#
’
" *"&’ "1&$（*/&’0$）"/&

*&（ ）
’
$
%#"&［ ］’ +

由此可见，只要知道了一些相关系数值，从有限应变

理论可以得到材料在等熵条件下的许多弹性力学参

量+从以上的这些公式我们发现，绝大多数参数是已

知的或是从超声测量实验可以得到的，但唯有一个

参数是未知的，即剪切模量对压强的二阶偏导数

"1&,，为此需要找到一个计算"1&,的方法+

% 剪切模量"的压强二阶偏导数

"1&,的计算

如何计算"1&,是一件十分复杂的事，但我们发

现()*+,-［.］曾提出了一个从电子结构理论出发的计

算晶体材料剪切模量"的理论方法+但他未讨论过

如何计算"1&,+为此，我们将利用这一理论方法来估

算"1&,+
将剪切模量"看作晶格常量.的函数，可以得

到一个计算剪切模量的理论计算式

"#"&$
2!（.0.&）

." /02"（.0.&），

其中.&，2!，2"为拟合常数+
将上式对.分别求一阶和二阶偏导数有

!"
!. #

2!（.0.&）

." 302"（.0.&）（02"）$2!/02"
（.0.&）."0".（.0.&）

.$
，

!""
!."#0

.%［2!2"（".0.&）$2!］0%."［2!2"（."0..&）$2!（.0".&）］

.0 /02"（.0.&）

0
2!2"（."0..&）$2!（.0".&）

.% /02"（.0.&）（02"）+

当.1.&时有

!"
!. .&

#
2!
.&"

，

!""
!." .&

#0
"2!
.&
2"$

"
.（ ）
&
+

引入一个参量

4&#
!234"
!234! &

#
*&
"&
!"
!, &

，

其中*&为零压体积模量，"是剪切模量，!为材料

密度，"&为初始剪切模量，根据上式假设在.!.&

时，有：""!4&，而!".5%，则有"".5%4&，进而

又有

!"
!. .&

#0
%4&"&
.& #

2!
."&

，

!""
!." .&

#
%4&"&
."&

（!$%4&）#0
"2!
."&
2"$

"
.（ ）
&
+

联立解上述两个方程可以得到

2!#0%.&"&4&，2"#
%（4&0!）

".&
+

假设我们研究的材料为立方晶系，结构为体心
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立方，则晶格常量!与密度!之间有如下关系：

比容
单位质量 "#"

!
!
" !"

"#$%／$&
，

其中#$%是原子量，对于 ’原子量为!()，"是单

位晶胞中的原子数，$& 为阿佛加德罗常量，$&*
+%&,"-!&,"／./0%如果密度是以1／2.,为单位，则

!""!,!!%,!"#$%／!%
这里#为玻尔半径，#*&%3,4!+5-!&6(2.%

这样，可以利用上面这些参量来估算&’&(%在估

算&’&(之前，还要首先估算&)&(，具体的计算方法

如下：

!&
!( "

!&
!!
!!
!(

，

其中!&
!!

可直接从&与!的关系式求得，而!!
!(

可以

从关系式!"*#"出发，对(求导并利用关系式*

*6#!(!#
求得为

!!
!("

"
"!, +

#（ ）* ，

!&
!( （" ,!

（!+!&）

!, 7+,
,（!+!&）（+,,）

-,!7+,,
（!+!&）!,+,!（!+!&）

! ）)
"
"!, +

#（ ）（ ）* %

当!*!&时有

!&
!( &

"
,!
!,&
,
"!,&

+
!"&
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&
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,!
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!
!&
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这样可得到如下关系式：

!,&
!(,"

!,&
!!,

!!
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,
-!&!!
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!(,

，

而

!,!
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!
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将有关的式子一并代入!
,&
!(,

的计算式中，并考虑到

在!*!&时，则有

!,&
!(, !&

"
,,!
!&
,,-

,
!（ ）
&
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*（ ）
&
"
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+
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!
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!
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这样我们就得到了一个计算剪切模量& 的压强二

阶偏导数&’( 的方法%

) 针对4"钨合金的计算结果及与

&’(*&的计算结果的比较

以上我们得到了一个计算剪切模量& 的压力

二阶偏导数&’( 的方法，下面就这一方法的实际应

用，我们选择4"钨合金材料作为研究对象，对于4"
钨合金，它的一些材料参量为［(］

!&"!+%4+1／2."， *&",5&89:，"",，

&&"!",89:，&)("!;54)，*)(");!&(，

.&")%&!<.／=，$"!;,55，

其中.&，$为材料的>?1/@A/$击波速度关系式［4］/
*.&B$0中的两个系数%代入以上有关公式得到

的中间结果为

1&"";+5，!&"";)2!&+(2.，

,!"+4";&,2!&!!9:+#，,,"&;+)3"（!／#）%

图! &’(*6&%&""89:6!（实线）与&’(*&（虚线）时的纵波声

速30的计算结果比较

最后得到的针对4"钨合金材料的剪切模量&的压

强二阶偏导数&’( 的计算结果为

&’("+&%&""89:+!%
知道&’( 以后，就可以进行CAD2E有限应变理论的计

算%在这里限于篇幅，我们只计算三个参量，即纵波

声速、横波声速和剪切模量%计算结果分别示于图!，
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图!和图"中!为了便于分析比较，也计算了当"#$
#$时的情况，计算结果一并示于相应的图中!

图! "#$#%$!$""&’(%)（实线）与"#$#$（虚线）时的横波声

速%*的计算结果比较

+ 结果分析与讨论

从以上三个图的计算结果的比较可以得到以下

的两点认识：

),考虑"#$ 影响的计算结果明显低于不考虑

"#$ 的计算结果!特别是对横波声速和剪切模量的变

化影响更大，对此结果，我们可做如下分析，假设不

考虑"#$ 影响的剪切模量为")，横波声速为"&)；考

虑"#$ 影响的剪切模量为"!，横波声速为"&!!根据

剪切模量"#!’!)，并假设两种状态压缩到同一密

度!，则两种情况下的剪切模量之差有

")("!)!’!&)(!’!&!)!（’&)(’&!）（’&)*’&!）!

图" "#$#%$!$""&’(%)（实线）与"#$#$（虚线）时的剪切模

量"的计算结果比较

而横波声速［)$］’&#
"
-

（’!+%’!,! ），其中’+，’,
分别为相应的纵波声速和体积声速!由此可见，即使

考虑"#$ 影响与不考虑"#$ 的影响计算的’+ 结果

相差不大，但影响剪切模量的主要参量是横波声速，

经过以上的计算后，使得计算后的横波声速和剪切

模量随压强的变化相差就明显增大，特别是剪切模

量随压力的变化关系，两者的变化趋势都不一样!
!,从计算结果的比较可以看到，考虑"#$ 影响

的计算结果与不考虑"#$ 的计算结果的差别在低压

下相差要小些，而在高压下却相差较大!这说明，在

低压下，不考虑"#$ 的影响是可以接受的，但在高压

下，由于两者相差较大，因此，必须考虑"#$ 的影响，

否则，将对计算结果带来较大误差，甚至是本质上的

差别!
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