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!国家自然科学基金（批准号：!’)&$%*!）资助的课题+

将非线性方程的变系数看作与实际物理场具有相等地位的新变量，利用普遍的经典李群方法可以求解某些特

殊类型的变系数方程，其解由相应的常系数方程的解表示+以非线性薛定谔方程为具体例子，介绍了这种方法+并
给出了特例色散缓变光纤变系数非线性薛定谔方程的精确解+
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! 引 言

非线性问题的求解是非线性科学中一项重要的

工作+众所周知非线性偏微分方程存在无限多解，而
大部分能够较好描述实际物理问题的非线性方程又

是变系数方程，所以要得到实际非线性方程的精确

解是非常困难的工作+虽然有不少求解非线性偏微
分方程的方法，但对于变系数非线性偏微分方程，目

前的研究手段只是停留在数值求解或近似求解+
最近，采用推广的对称群方法研究非线性方程

对称性的研究报道令人很感兴趣［!—$］+在这种方法
中，势函数被作为新的独立变量，由此可得到保持原

方程不变的新的推广对称群+这些工作给了我们寻
找变系数非线性偏微方程精确解的很好的启示+
如果我们把方程中的变系数取为与实际物理场

有相等地位的变量，就可得到原方程推广的对称群

和有限变换+利用这个推广的对称群，我们可以在某
些不同变系数方程的解之间建立一种关系+尤其是
在假定原方程是常系数方程时，某些特殊类型的变

系数方程的解可由相应的常系数方程的解得到+
变系数薛定谔方程在众多物理领域，如等离子

体物理、流体动力学、非线性光学、固体物理，尤其是

纤维光学中有着极其重要的地位［(—’］+在实际光纤
通讯中传播信息的孤子一般满足变系数非线性薛定

谔方程［!%，!!］
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式中!（"）和"（"）分别是纵向距离缓变的二阶色散
和非线性系数’（!）式经过适当的变换，最后求解的
方程实际是
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因此我们只需研究方程（"）的这种形式’方程（"）是
变系数方程，以往的工作都是用数值分析或近似微

扰方法进行研究’本文在用推广的对称群方法研究
一般的变系数非线性薛定谔方程的基础上，给出其

系数为某个距离缓变函数时的精确解’
本文给出薛定谔方程推广的对称群和相应的有

限变换，建立某些不同变系数方程和相应的解之间

的关系，给出色散缓变非线性薛定谔方程的精确解，

并进行了讨论’

" 薛定谔方程的推广对称群

非线性薛定谔方程（"）可以写为更普遍形式

,!(#!$$#)（(，$，%!%）!&%’ （#）
假设)（(，$，"!"）是一个与!具有相等地位的新
变量’这意味着方程（#）即使在势函数 ) 与!无关
时，仍是非线性方程’我们寻求方程（#）在经典一阶
微分算子
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作用下不变的对称操作’利用方程（#）在算子（*）作
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用下不变条件［!，!"，!#］，并考虑到 !（"，#，!$!），即

$!!!$$$
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的事实%可以得到确定对称操作的

方程组
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求解方程组（’），可以得到各无穷小表达式
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式中)，+，-和.是"的任意光滑函数%在)#%
时，利用方程组（(），可以得到普遍形式的有限变换
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如果)$%，则相应的有限变换为
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在有限变换（,）式中，已取-$.%如果给定任意函
数)，+，-的具体形式，有限变换普遍式（,）是个明
确的式子%下面给出几种某些任意函数为特定形式
时（,）式的表达式%取)$"，+$%，则（,）式为
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# 变系数非线性薛定谔方程的解

利用推广的对称操作和相应的有限变换，可以

在某些不同变系数非线性薛定谔方程之间建立一种

关系%尤其是，若原始方程是一个常系数方程，则某
些类型的变系数方程的解可以通过该常系数方程的

解得到%采用有限变换（,）式，可以得到变系数方程
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!!"（"#）），#!" $#!# %&’（!!"（""）!!!"（"#）），而

!!#( 是!(的反函数$（#"）式的解可以表示为

##%#（&"，""）%&’（!"（"#）’!"（""））(&%&"，"%""，

（#)）
式中#（&，"）是方程
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通过有限变换（,）式，可以得到变系数方程
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其中#（&，"）是（#+）式的一个解$
从有限变换（##）式，可以得到变系数方程
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（#2）式的#（&，"）也是（#+）式的一个解$
若考虑的原始方程是标准的常系数非线性薛定

谔方程
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即（)）式中的"*"取为"#""$那么由有限变换（##）
式得到的变系数方程（#1）具有形式
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在该方程中引入适当的坐标变换/#$
#
!34
（#/

!"#），并令!$!"，则（"(）式就是色散缓变光纤中
的非线性薛定谔方程

*##/#)%&’
（’"/#）##&#&#)(##(

"#%($（"#）

（"#）式的解可由（#2）式表示，其中的"#用
#
"
（#!

%&’（!"/#）），!用!"表示$也就是说，只要知道常
系数非线性薛定谔方程（#,）的解，就可得到色散缓
变光纤中非线性薛定谔方程的精确解$而这种类型
的方程在以往的研究中只能进行数值分析或近似求

解［#+—#0］$显然
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在（")）式 中 进 行 坐 标 变 换"#$
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%&’（!"/#）），!$!"，可以得到（"#）式的精确解
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（"+）式清晰地表明，光孤子在色散缓变光纤中传输
时其幅值随传播距离指数增加，而脉宽随传播距离

指数衰减$这种效应正好与光纤损耗的影响相反，所
以适当地选择光纤色散变化率可以完全补偿光纤损

耗的影响，从而维持孤子无变形传输$这些结论与文
献［#+—#0］的数值分析和近似结果一致$

+ 结论与讨论

本文提出了求解某些变系数非线性方程的新方

法$采用文献［#—.］提出的推广的对称群并且把方
程的变系数作为一个新的与原始实际物理场同等地

位的变量，可以找到在某些变系数方程和方程解之

间的关系式$如果原始模型是一个常系数方程，则该
常系数方程的任意解都可用来表示相应的变系数方

程的解$由于有限变换包含了一些关于变量的任意
函数，只要合适地选择任意函数，可以找到一些具有

实际物理意义的变系数方程$
变系数非线性薛定谔方程在许多物理领域起着
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重要的作用，而精确求解则非常困难!我们对该方程
进行了详细研究，获得了含有三个任意函数的普遍

的变系数非线性薛定谔方程!在某些特殊情况下，该
方程的解可以由相应的常系数方程的解表示!当任
意函数和势函数取某些特定函数时，普遍的变系数

非线性薛定谔方程就成为色散缓变光纤中的非线性

薛定谔方程!其精确解可通过标准的常系数非线性
薛定谔方程的解得到!我们得到的结论与文献［!"—

!#］数值分析和近似解的结论类似!虽然本文只讨论
了薛定谔方程，但提出的方法可以用来求解其他类

型的变系数方程!

作者之一感谢楼森岳教授的帮助和讨论!
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