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利用()*++),括号的正则不变性求得了-*)./*001方程的八类精确解：%）“重力”势系统，!）谐振系统，"）正负平方

幂函数势系统，’）双曲函数势系统，2）三角函数势系统，$）(3+4506710018势系统，9）“引（斥）力”势系统和:）;8<=>18
势系统?得到了“化动量正则变换”的一般方法?在求解后两个系统-*)./*001方程的过程中还应用了@).=5方法和

A*,1=方法?

()**：#2!#；#2’#

% 引 言

-*)./*001方程是B)+1C5-*)./*001于%:":年得

到的，它是一个纯经典力学的运动方程，本身并无任

何特殊假设，只是在将其用于讨论大量粒子的宏观

（平均）效果时，才需引入统计力学中的“系综”概

念［%，!］?该方程在近代物理学中引起重视，盖始于

%&’$年 A)D)0*.E)/，A)8,等 用 其 处 理 多 体 问 题

（AAF;G方程链），并进而讨论A)0=>H<,,方程的理

论基础之时?%&$!年，(8*D)D*,1［"］在《非平衡态统计

力学》中仍将此方程置于突出的地位?现在依然?
除此之外，-*)./*001方程在讨论量子力学基础

理论方面的意义亦非同小可?I1A8)D0*1［’］在《非线

性波 动 力 学》中 指 出，-*)./*001方 程 的 解 类 似 于

J4583I*,D18方程的解（模方）?A<001,=*,1［2］在《量子

力学》中断言：“量子力学的经典极限总是经典的统

计力学而非经典的质点力学?”刘全慧［$］、黄湘友［9］

用算 例 证 实 了A<001,=*,1的 这 一 结 论，而 且 黄 湘

友［:］进一步断言：“量子力学中的分布函数在经典

极限下满足-*)./*001方程?”大量的文献都证明，用

分布函数表示粒子状态时，可由J4583I*,D18方程导

得-*)./*001方程?
尽管-*)./*001方程的重要性日显突出，但是数

学物理学家求解此方程的热情始终无法同他们求解

J4583I*,D18方程的热情相比，在数量上更是几近于

零?这或许是因为求解-*)./*001方程需要某种特别

的技巧的缘故?黄湘友上述断言目前只有理论上的

意义，至今未见有人从J4583I*,D18方程的解出发导

出-*)./*001方程的解?当然，气体分子运动论中的

“K<LM100速度分布律（函数）”［&，%#］亦即“K<LM100
解”能够满足-*)./*001方程，但从本文的研究中可看

出，K<LM100解只是力学系统的一个稳定的运动积

分，只是一个“平凡解”?而N0<+)/方程的精确解［%%］

可视为-*)./*001方程精确解的特例?至于(8*D)D*,1
在文 献［"］中 所 得 到 的 形 式 解，只 是 为 了 同

J4583I*,D18方程的解相类比，并没有具体解的表达

式?值得一提的是，文献［"］中注意到谐振系统正则

变量的正则变换与本文的考虑符合?
谐振系统是真实系统的一级近似，固体就可视

为谐振系统?这种近似处理对于许多材料物理问题

来说已足够精确［"］?
本文所研究的八类系统，包括谐振系统在内，都

属于量子力学J4583I*,D18方程的可解模型［%%］?
本文中凡重复指标按O*,+=1*,约定求和?

! -*)./*001方程及其平凡解

-*)./*001方程可写为［%!，%"］

!!
!"#

［$%!］&#% （%）

式中!为分布函数，$ 为系统的P<H*0=),*<,，［$，

!］为P<H*0=),*<,与分布函数的、以广义坐标’( 和

广义动量)( 为自变量的()*++),括号［$，!］)，’的

缩写

［$，!］&!$!)(
!!
!’(*

!$
!’(

!!
!)(

，（(&%，⋯，+），

（!）
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而! 为系统的总自由度数"
若引进中间变量（如下文的“引（斥）力”势系统

和!"#$%&"势系统中那样的）!，

!#!（$）， （’）

则由于

(%
($#!

·(%
(!

， （)）

式中!
·
*(!($

，因而+,-./,00&方程变形为

!%
!!&

［!’，%］#1， （2）

式中!’ 所对应的3#4,0$-5正则方程为

(()
(! #

!!’
!*)

， (*)
(! #+

!!’
!()

，

（)#6，⋯，!）， （7）

而正则方程（7）式所对应的8.0&"9+#:"#5:&方程（由

3#4,0$-5原理得出）是

(
(!

!",

!(()(（ ）!
+!
",
!()#

1，（)#6，⋯，!），（;）

!’，",是区别于原来的’，,的“3#4,0$-5,#5”和“+#9
:"#5:,#5”<

当’与%无关（表示粒子间无“明显”相互作

用）时，+,-./,00&方程（6）式是关于分布函数%的一

阶线性偏微分方程"为此，作为第一步，可用分离变

量法分离出其中的时间（$）因子"设

%#"（*)，()）&=>（+!#$）， （?）

式中#为正的常数，且具有频率的量纲；! 仍为系

统的总自由度数，将（?）式代入（6）式，有

［’，05"］#!#" （@）

记

$#05"， （61）

则方程（@）式就是

［’，$］#!#" （66）

6）在证明A-,BB-5括号的正则不变性时，必须用到正则变换公式"例如，在采用第一类正则变换公式时，()与(#) 是相互独立的变量，故有

!(#)
!(- #

1， !*)
!(#-

#+
!*#-
!()

，（)，-#6，⋯，!），

从而得到“基本A-,BB-5括号”：

［*#)，(#- ］#")-， ［(#)，*#- ］#+")-，

［(#)，(#- ］#1， ［*#)，*#- ］#1
（")-为!"C5&DE&"符号）许多分析力学教科书中未指出使用正则变换公式"这是一种缺陷！

此为关于$的一阶线性偏微分方程，其齐次方

程

［’，$1］#1 （6F）

的通解有形如$1*$1（’）的无穷多种"作为物理上

有意义的考虑，可取$1（’）的G#H0-"展开的前两

项：

$1#.&/’， （6’）

式中.，/为待定常数"由于有（61）式，故常数.可

化为"前面的系数"
考虑到（61）式，$1必须无量纲，再加上对边界

情况的综合估计［61］和与I#=J&00解的对比，故有

$1#+
’
)K0&

.， （6)）

式中0为!&0/,5温度，)K为K-0$%4#55常数<
解（6)）式即为+,-./,00&方程（6）式的平凡解，即

对任何形式的3#4,0$-5,#5，此解恒满足+,-./,00&方

程<于是可看出，I#=J&00解就是平凡解<
对方程（2）式，亦有类似的平凡解存在"

’ 用正则变换化简A-,BB-5括号

下面的问题，是求非齐次方程（@）或（66）式的特

解"非齐次方程（66）式的特解加上齐次方程（6F）式

的解，才是非齐次方程（66）式的通解"在探求方程

（66）式特解的时候，3#4,0$-5,#5必须是具体的（在

这一点上与求齐次方程的平凡解不同）"
在处理这一问题之前，必须首先注意到A-,BB-5

括号的正则不变性，即两个函数的、以广义动量*)
和广义坐标() 为自变量的A-,BB-5括号，等于经过

正则变换的此两个函数的、以广义动量*#) 和广义

坐标(#) 为自变量的A-,BB-5括号；其中*#)，(#) 与

*)，()之间是正则变换关系6），亦即满足L#D-M,行列

式等于6的方程

!（*#)，(#)）

!（*-，(-）#6，（)，-#6，⋯，!）"（62）

在本文中，A-,BB-5括号的正则不变性可写成

［’，$］*，(#［’#，$#］*#，(
#， （67）

式中’#*’N!1!$
，$#*$；1为正则变换中的母

函数；但’#和$#必须是用自变量*#) 和(#) 来表
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示的!利用!"#$$"%括号正则不变性的目的，是为了

使"! 中 产 生 更 多 的 可 遗 坐 标!根 据 分 析 力

学［&’，&(］，原则上可将所有广义坐标变换成可遗坐标

（只要此问题是可解的）!
由此，非齐次方程（&&）式变形为

［"!，!!］#!，$
! %&"， （&)）

即

!"!
!#!’

!!!
!$!’

(!"
!

!$!’
!!!
!#!’

%&"，（’%&，⋯，&）!

（&*）

若"!中所有的广义坐标$!’ 都是可遗的，则

（&*）式中等号左端第二项为零，便有

!"!
!#!’

!!!
!$!’

%&"，（’%&，⋯，&）! （&+）

方程（&+）式的特解可以是

"! %"（#!& )⋯)#!&），

!! %$!& )⋯)$!&，
（,-）

也可以是

"! %#!& )⋯#!&，

!! %"（$!& )⋯)$!&）!
（,&）

（,-）式中的"!若取成#!’ 的平方和（动能和），则

只要将!!作相应的修正也能满足方程（&+）式!

( 化动量正则变换

接下来的问题是寻找这种将所有广义坐标变换

成可遗坐标的正则变换!通常的做法是利用!./..方

程找出母函数*［&0］，但事实证明这种做法困难重

重，往往是行不通的!本文所要介绍的方法类似于

1/2#34"%56/7"8#理论，区别在于1/2#34"%56/7"8#理

论中用的是“化零正则变换”［&0］，而本文用的则是

“化动量正则变换”!
考虑第二类正则变换的!./..方程

#’9$’)$!’9#!’ (（"("!）9+%9*,（$’，#!’，+）

（,,）

及变换公式

#’%
!*,
!$’

，$!’ %
!*,
!#!’

， "! %")
!*,
!+

，

（,’）

适当选择

*,%",（$’，#!’，+） （,(）

使

"! %-’#!’， （,0）

则由（,’）式有

#’%
!",
!$’

，$!’ %
!",
!#!’

， !",
!+)"%-’#

!
’，

（,:）

式中",不是1/2#34"%作用量，-’ 为非全为零的常

量!“化动量正则变换”之称得自（,0）式!
由新的正则方程

$
·!
’ %

!"!
!#!’

%
!（-.#!. ）

!#!’
%-’，

#
·!
’ %(

!"!
!$!’

%(
!（-.#!. ）

!$!’
%-，

（,)）

有

#!’ %#’，

$!’ %-’+)$’，
（,*）

式中#’，$’为积分常数!
将（,*）式代入（,(）式，有

*,%",（$’，#’，+）! （,+）

从（,:）式中的第三个方程和第一个方程及（,*）

式的第一式，可得关于",的方程为

!",
!+)" $’

，!",
!$’

，（ ）+ %-’#’! （’-）

对稳定势场问题而言，

"%/， （’&）

可使方程（’-）式得以简化!注意到此时（,:）式的第

三个方程是

(!
",
!+%/(-’#’

， （’,）

而它的积分式是

",%(（/(-’#’）+)0（$’，#’）， （’’）

将（’’）式代入方程（’-）式，便有

" $’，!0
!$（ ）
’
%/， （’(）

这正好与通常的定态1/2#34"%56/7"8#方程一样，而

0 也正好就是;/<=>?4<#$作用量!
必须指出的是，在本文所引入的“化动量正则变

换”中，对稳定势场来说，1/2#34"%56/7"8#方程（’(）

式中的/可直接写成"!@-’#!’，即

" $’，!0
!$（ ）
’
%-’#!’! （’0）

由方程（’0）式及变换公式

-’#!’ %"，
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!!" #
!$
!%!"

（!"）

可以方便地求得“化动量正则变换”&

#“重力”势系统$%&’(%))*方程的精确

解

作为上述理论的第一个应用或算例，首先讨论

“重力”势系统$%&’(%))*方程的精确解&在此系统中，

+,-%).&/%,/为

’# 01!%
1(!)!， （!2）

相应的+,-%).&/34,5&6%方程为

0
1!
7$
7（ ）!

1
(!)!#*， （!8）

故

$ #" 1!（*+!)!# ）7!& （!9）

若

’! #’#%!， （:;）

则

%! # 01!%
1(!)!& （:0）

而（!9）式成为

$ #" 1!（%!+!)!# ）7!& （:1）

由

!! #!$!%!
#" !7!

1!（%!+!)!# ）
， （:!）

可得

!! #+0!)
1!（%!+!)!# ）& （::）

将（:0）代入（::）式，便得到“化动量正则变换”

为

%! # 01!%
1(!)!，

!! #+%!)
，

（:#）

式中!为粒子的质量，)为重力加速度&此正则变

换与教科书中陈述的完全一样&
将此 结 果 推 广 至 , 个 自 由 度，并 相 继 代 入

（10），（0"），（00），（0;）和（8）式，得到

-#. !
1""<（ ）/

,／1
*=［>+,"0+"!)（%0(⋯(%,）

+ 0
"< （/

0
1!%"%"

(!)!0(⋯(!)! ）］, ，（:"）

其系数. !
1""<（ ）/

,／1
由常数1 转化而来，是0?;

时（即初始时刻）2（!"）?;处（即平衡位置处）的归

一化条件所必需的，它当然等于@,=A*))解的系数

（条件是：在一般情况和本文中，动能为0
1!%

1），式中

.为粒子数密度［0;］&

" 谐振系统$%&’(%))*方程的精确解

作为上述理论的第二个应用和算例，其次讨论

谐振 系 统$%&’(%))*方 程 的 精 确 解&在 此 系 统 中，

+,-%).&/%,/为

’# 01!%
1(01!"

1!1， （:2）

相应的+,-%).&/34,5&6%方程为

0
1!
7$
7（ ）!

1
(01!"

1!1#*， （:8）

故

$ #" 1! *+
0
1!"

1!（ ）# 1 7!& （:9）

若

’! #’#%!， （#;）

则

%! # 01!%
1(01!"

1!1， （#0）

而（:9）式成为

$ #" 1! %!+
0
1!"

1!（ ）# 1 7!& （#1）

由

!! #!$!%!
#" !7!

1! %!+
0
1!"

1!（ ）# 1

，（#!）

可得

!! #0".B
+0

!#1"!
%!+01!"

1!#

$

%

&

’
1
& （#:）

将（#0）代入（#:）式，便得到“化动量正则变换”

为

%! # 01!%
1(01!"

1!1，

!! #0".B
+0 !"!（ ）% & （##）

可 看 出，谐 振 系 统 和 前 文“重 力”势 系 统 中

+,-%).&/%,/的正则变换，是在任何一本分析力学教

:;1 物 理 学 报 :9卷



科书的例题和习题中均可找到的，只不过在本文之

前尚无人引入“化动量正则变换”的一般方法，尚无

人意识到这种变换可用来求解!"#$%"&&’方程罢了!
将此 结 果 推 广 至 " 个 自 由 度，并 相 继 代 入

（()），（)*），（))），（)+）和（,）式，得到

#$% !
(!&-（ ）’

"／(
’.［/("")

*012) !
"+)
,（ ）
)
*⋯*012) !

"+"
,（ ）
"

( )
&-’

)
(!,&,&

*)(!"
(+&+（ ）］& ! （3*）

必须指出的是，45"1#1"6’在文献［7］中也注意

到了谐振系统的正则变换公式，但他未能利用4#"89
8#6括号的正则不变性!

: 正负平方幂函数势系统!"#$%"&&’方

程的精确解

应用以上阐述的方法，现在简略地讨论其他几

类系统!"#$%"&&’方程的精确解!在正负平方幂函数

势系统中，;<="&0#6"<6为

-$ )(!,
(*.+

/
+(

+（ ）/
(

，（+!+）!（3:）

其“化动量正则变换”可算得为

," $)(!,
(*.+

/
+(

+（ ）/
(

，

+" $/(
!
(.# +

·01()
)
(!,

(*.+
/
+(

+（ ）/
/
+*

+（ ）/
(.+#! +（ ）/

$

%

&

’,
!

（3,）

于是，相应的!"#$%"&&’方程的精确解是

#$% !
(!&-（ ）’

)／(
’.(
)

*
/(")*"/(

!
(.# +

·012)
)
(!,

(*.+
/
+(

+（ ）/
/
+*

+（ ）/
(.+#! +（ ）/

$

%

&

’,

( )
&-’

)
(!,

(*.+
/
+ (

+（ ）/［ ］+
,

-

(
， （3>）

其" 维形式，同前面的讨论一样可以得到推广!

, 双曲函数势系统!"#$%"&&’方程的精

确解

双曲函数势系统的;<="&0#6"<6为

-$ )(!,
((.+8’?@( +（ ）/ ! （*+）

其“化动量正则变换”可算得为

," $)(!,
((.+8’?@( +（ ）/ ，

+" $(/
!
(

)
(!,

((.+8’?@( +（ ）# /

·0@2)
)
(!,

((.+8’?@( +（ ）# /
)
(#!,

0@+（ ）
$

%

&

’
/ !

（*)）

于是，相应的!"#$%"&&’方程的精确解是

#$% !
(!&-（ ）’

)／(
’.(
)

*
/(")

("/
!
(

)
(!,

((.+8’?@( +（ ）# /

·0@()
)
(!,

((.+8’?@( +（ ）# /
0@+（ ）/
)
(#!

$

%

&

’,

( )
&-’

)
(!,

((.+8’?@( +（ ）［ ］+
,

-/ ! （*(）

其" 维形式亦可由类似的推广得到!

> 三角函数势系统!"#$%"&&’方程的精

确解

三角函数势系统的;<="&0#6"<6为

-$ )(!,
(*.+?01(

!
/（ ）+ ，（+.+./）!

（*7）

其“化动量正则变换”可算得为

," $ )(!,
(*.+?01(

!
/（ ）+ ，

3+((期 沈惠川：!"#$%"&&’方程的八类精确解



!! " #（ ）! !
!
"!$

"%&#$%&’$"
!
#（ ）" !

·()*!
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于是，相应的-.%/0.11’方程的精确解是

(") !
"!*2（ ）+

!／"
’3’
(

)
4,"-

% "#（ ）! !
!
"!$

"%&#$%&’$"
!
#（ ）" !
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%

&$

, !
*2+

!
"!$

"%&#$()"
!
#（ ）［ ］*

+

,
! ’ （+6）

其. 维形式亦可由类似的推广得到’

!# 78&$91:;’11’<势系统-.%/0.11’方

程的精确解

78&$91:;’11’<势系统的=>?.1(%5.>5为

/" !"!$
"%!"&#

#
&.5"#!

% 0
$%&"#（ ）! ’（++）

其“化动量正则变换”可算得为

$! "!"!$
"%!"&#

#
&.5"#!

% 0
$%&"#（ ）! ，

!! ",!"#

!
"

!
"!$

"%!"&#
#

&.5"#!
% 0
$%&"#（ ）" !

·()*
#

$

!
!
"

!
"!$

"%!"&#
#

&.5"#!
% 0
$%&"#（ ）" !

· $"
"!
%
&#0
"$%&"#（ ）

!
()#!
$ , $"

"（（ !
%
&##
"&.5"# ）

!

·$()#!）
%

&
$ ’ （+@）

于是，相应的-.%/0.11’方程的精确解是

(") !
"!*2（ ）+

!／"
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(
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,""#

!
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!
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"%!"&#
#

&.5"#!
% 0
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!
!
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% 0
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%
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!
()#!（ $ , $"
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%
&##
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!
$()#!）

%

&
$

, !
*2+

!
"!$

"%!"&#
#

&.5"#!
% 0
$%&"#（ ）［ ］*

+

,!
’

（+A）

其. 维形式亦可由类似的推广得到’

!!“引（斥）力”势系统-.%/0.11’方程

的精确解

二维（平面）“引（斥）力”势系统的->)<>5).>5
为

1"!"!
（2·"%2"$

·"）%#2
， （+B）

式中2为矢径，2·CD2D-
，$为极角，#为任意常数’由

于2出现在势能项的分母中，因此求解该系统-.%/:
0.11’方程决非易事’在这里，需要用到E’F(%5力学

中的2.5’(方法和分析力学中的G%/(9方法’
由于$为可遗坐标，故有

!2"$
·
"3#， （@#）

式中$
·
CD$D-

，3# 为 常 数’用G%/(9方 法，引 入“引

（斥）力”势系统的G%/(9.>54：

4"$
·"1
"$

·,1

",!"!2
·"%

3"#
"!2"

,#2’
（@!）

必 须 立 即 指 出，三 维“引（斥）力”势 系 统 的

G%/(9.>5与（@!）式完全一样（在三维问题中，可将

$
·"H%

·"&.5"" $视为一广义速度，其中$，% 为角坐

+#" 物 理 学 报 ,B卷



标，!
·!"!"!

），因此（#$）式适用于任何轴对称或球对

称系统"
此%&’()*+,只有一个自由度，用-*,.(方法，设

广义坐标为

#$$%
， （#/）

将（#/）代入（#0）式，有

"
·
$
&0
##

/， （#1）

而

%·$’
&0
#
"#
"（ ）" " （#2）

因而，%&’()*+,（#$）式可改写成

($’
&/0
/#

"#
"（ ）"

/
’#［ ］/ ’)#" （#3）

从分析力学可知，%&’()*+,服从4’5.678+96+,9.
方程（#）式，即

"
""

!(
!"#"（ ）"

’!(!#$0"
（#:）

可以验证，将（#3）代入方程（#:）式，便得到-*7
,.(方程（或称为“-*,.(公式”）"

由方程（#:）式可得到与( 相对应的广义能量

积分或“;+<*5(&,*+,”!*：

!* $’ "#
"（ ）"

!(
!"#"（ ）"

+(， （##）

式中!* 满足“正则方程”（:）式，而且“广义动量”为

,$ !(
!"#"（ ）"

" （#=）

将（#3），（#=）式代入（##）式，得到

!* $ #/&/0
,/+

&/0
/##

/’)# （#>+）

或

!* $ #/&/0
,/+

&/0
/#
#’#&/0（ ）)

/

’ #/&/0
)/"（#>?）

仿照谐振系统中的“化动量正则变换”，得

," $ #/&/0
,/+

&/0
/#
#’#&/0（ ）)

/
，

#" $(9’$&0
#’#&/0（ ）)
#

#

$

%

&,
"

（=0）

于是，相应的8*&’@*55.方程的精确解是

-$. #
/"/-（ ）0

$／/
.A
#

$
B’"+(9C$&

/
0#’#&/0（ ）)
#

’

(

)

*,

’ $
/-0

#
/&/0
,/+

&/0
/##

/’)（ ）%&# " （=$）

注意式中

,$’
&0
#
"#
"（ ）" ，#$$%"

（=/）

$/ D6+(E.6势系统8*&’@*55.方程的精

确解

D6+(E.6势系统与“引（斥）力”势系统是类似的，

因而 相 应 的 8*&’@*55.方 程 的 解 法 也 类 似F二 维

D6+(E.6势系统的8+96+,9*+,为

1$$/#
（%·/+%/"

·/）+/20
)
%’

$
/
)/
%（ ）/ "

（=1）

对应的二维或三维D6+(E.6势系统的%&’()*+,
都是

($’$/#%
·/+

&/0
/#%/

’/20
)
%’

$
/
)/
%（ ）/（=2）

或

($’
&/0
/#

"#
"（ ）"

/
’#［ ］/ ’/20)#’$/)

/#（ ）/ "
（=3）

它所对应的;+<*5(&,*+,为

!* $#/&/0
,/+

&/0
/#
+20)（ ）/ #’

20)
&/0
/#
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’

(

)

*
/

/

’
2/0)/

&/0
/#
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" （=:）

其“化动量正则变换”为
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于是相应的8*&’@*55.方程的精确解是

-$. #
/"/-（ ）0

$／/
.A,

’

(

B’"+ $

$+20)/
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0
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式中

’*&
!&
!
)%
)（ ）" ，%*$+,

（(*）

$+ 结论和讨论

（$）从与文献资料的比较中可看出，本文所得

到的八类系统,-./0-112方程的精确解，是一种全面

满足,-./0-112方程，含有特解部分的通解，其显式是

首次报道3而4567211解只是一个平凡解3这些精确

解的形式，除“重力”势系统外，其余都与通常统计力

学教科书中的定性描述有很大不同3对这些精确解

的应用，必有一番探索3
（%）从求解过程中可看出，本文的关键之处是

利用8.-99.:括号的正则不变性，并从“化动量正则

变换”着手，将广义坐标转变为可遗坐标等诸多分析

力学技巧,原则上讲，“化动量正则变换”总是可以进

行的，只要问题是可解的便成,这样说，并非要否认

在特殊的问题中必须采用特殊的手段,例如，在最后

两类系统中，为了使问题得到简化易于讨论，本文还

应用了;./!<方法和’-:2!方法,本文中所使用的

方法，在其他未涉及的系统的,-./0-112方程精确解

的求解过程中也适用,
（+）与“化动量正则变换”相类似的，还可以提

出一种所谓“化动能正则变换”,为此，可将（%=）式改

写为

-+ *$%’
+
(’+(， （*&）

则（%>）式成为

’(*
!,.
!%(

，%+( *
!,.
!’+(

，

-"!
,.
!/*

$
%’

+
(’+(， （*$）

而（%?）式则成为

%
·+
( *

!-+
!’+(

*’+(，

’
·+
( *&

!-+
!%+(

*&,
（*%）

从而，（+&），（+%）和（++）式分别变成

!,.
!/"- %(

，!,.
!%(

，（ ）/ *$%’+(’+( *
$
%#(#(

，

（*+）

&!
,.
!/*0&

$
%#(#(

， （*@）

,.*& 0&$%#(#（ ）(/"1（%(，#(）,（*=）

将（*=）式代入方程（*+）式，便有

- %(，!1
!%（ ）
(
*0, （*>）

它仍旧与通常的定态A5B-1!.:CD5E.F-方程一样，而

1 也仍旧正好就是45/G2H!/-9作用量,
（@）在求取平凡解（$@）式的过程中，也许会有

人产生疑惑：既然此平凡解不显含时间，那么任何2
I2（-）都可能是方程（$）式的平凡解，为何独独选

中（$@）式？实际上，此举是有着物理上的考虑的,其
动机有二：一是此解必须具有同具体的精确特解（由

（@=），（==），（=(），（>$），（>@），（>?），（(&）和（(?）式代

入（%&）或（%$）式得到）一样的指数函数形式；二是此

解必须同4567211解（也是指数函数形式）相协调，

必须涵盖4567211解,从这一物理考虑出发，取（$@）

式作为平凡解是合理的；而且，应当认为，对求取

,-./0-112方程的平凡解来说，方程（$%）式要比［-，

2］I&来得更为基本,
（=）与上一问题相关的，是（$+）式中待定常数

3为何取为 # $
(’（ ）) 的问题,根据“$&必须为无量

纲”的考虑，- 必须除以单位能量（(’)）；根据“无

穷远‘边界’处分布函数2必须趋于零”的考虑，3
必须取负值,应该指出的是，“单位能量”（(’)）前，

本来 是 有 一 个 系 数（ 如 $／%，$，+／% 等 ），但 与

4567211解比较后就可发现，此系数必等于$,当然，

这种推导不十分严格，它必须经常参照4567211解,
（>）从这八类精确解中可看出，尤其是在“重

力”势系统,-./0-112方程精确解（@>）式中看得更清

楚：若将特解中的动量’归纳到4567211解的动能

项中去，便有“加速”和“加温”两种效应产生,由此可

知，外场（不仅是J159.0方程中的电磁场）对分布函

数有着明显的影响,这也正是人们对4567211解不

甚放心的原因,

(&% 物 理 学 报 @*卷



（!）"#$%&#’’(方程是一个“时间可逆”的运动方

程［)*］，但并不能说时间可逆的方程的解（尤其是特

解）就一定是时间可逆的!本文中的解，在经过一段

相当长的时间后会趋于某一常数（实际上，根据"#+
$%&#’’(方程的线性特点，由（,-），（--），（-.），（*)），

（*,），（*!），（./）和（.!）代入（0/）或（0)）式得到的精

确解，亦可与 1234(’’解直接线性相加!在此形式

下，严格说来，当时间趋于无穷时，"#$%&#’’(方程的

精确解不是趋于某一常数，而是趋于 1234(’’分

布），这种机理，与"2562%阻尼的机理有类似之处!
至于"#$%&#’’(方程为何会有时间不可逆的解，究其

原因，是由于728#’9$5#25的特定形式、特定结构决

定的，极而言之，是由势能函数的形式和结构决定

的!
（.）本文的实质可以同样用来处理等离子体

:’2;$&方程，在:’2;$&方程的精确解中，将出现真

正的"2562%阻尼<
（=）因为"#$%&#’’(方程就是无碰撞项的>$’9?+

8255方程，所以本文的结果可用作相应系统>$’9?+
8255方程解析解的一级近似<同样，由于"#$%&#’’(
方程与>>@AB方程链之间的关系，所以本文的结

果对讨论>>@AB方程链也十分有用<
（)/）若分离时间因子的（.）式改为

"#!（$%，&%）(3C（D#’"(）， （=!）

则"#$%&#’’(方程的精确解将成为波函数解，而不必

考虑其“不可逆性”!对这种条件下的“定态解”，可不

必在乎1234(’’解（平凡解可略去）!
（))） 因 为 量 子 力 学 与 经 典 统 计 力 学，

EFGHI6#5J(H方程与"#$%&#’’(方程之间有着>2’’(5+
9#5(所说的对应关系，所以对同一系统的量子分布

函数与经典分布函数之间的比较，可用来确定有没

有、有多少量子效应的问题<

［)］ 吴大 猷，热 力 学、气 体 运 动 论 及 统 计 力 学，科 学 出 版 社，
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（)==!）（#5RG#5(;(）<
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