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精确地计算磁场中二电子体系的基态能量是非常复杂和困难的，利用+,-方法和演化算法获得了高精度的
结果，并进一步讨论了磁场对体系基态能的影响，也探讨了直接利用演化算法进行变分计算的可能性，结果表明演

化算法与其他的优化算法相比，能更有效地用于基态能量的计算，并可望在物理学的其他领域也获得成功的应用*

%&’’：$!!%；$!!)；$!"%；$!’%

! 引 言

在非相对论的情况下，磁场中原子的哈密顿算

符!.由于其中的库仑项与抗磁项具有不同的对称
性，使得相应的定态/0123456782方程无法精确求
解，因而对这类问题的研究涉及到量子力学与原子

物理学的许多基本问题，如不可分离变量的量子体

系的求解、对称性对结构和动力学的影响、经典混沌

运动的量子力学表现等等"这些问题的解决必然会
推动原子分子物理、固体物理、天体物理等多方面进

一步发展"
本文利用演化算法计算磁场#!!%’9中:;

离子等二电子体系的基态能"这种思考是基于变分
原理与求解/0123456782方程等价［)］，变分原理通过
构造试探波函数使得体系哈密顿算符!. 的期望值
#! 对变分参数进行变分时达到最小，只要在试探波
函数中增加变分参数的数目，变分法得到的结果总

可以很好地趋近于真实的能量值"
既然变分原理将求体系能量本征值问题变为了

函数优化问题这就必然能用演化算法实现"演化算
法是为了解决函数优化等问题而发展起来的一种新

型“仿生”方法［#］，它模拟生物界的进化规律，采用

简单的编码技术来表示复杂的结构，通过对编码进

行各种遗传操作和用优胜劣汰的自然选择法则去指

导学习及确定下一步搜索方向，因而不受其搜索空

间的限制性条件（如可微、单峰等要求）的约束及不

需要其他辅助信息而可获得最优解"不仅如此，由于
它采用种群来组织搜索，可以同时搜索多个区域而

具有内在并行性及自组织、自学习、自适应等智能特

点，因此自其提出以来，在许多领域获得了成功的

应用"
本文用!’’)年9<=4>?6提出的组态相互作用

方法（+,-）［!］处理二电子体系的状态波函数（作为
试探波函数），并将试探波函数中的变化参数构成的

实数作为染色体，将变分参数的搜索空间分成若干

种群，将!. 的泛函作为适应函数，#! 作为适应值，
利用仿射遗传算子或旋转遗传算子产生后代，并进

行杂交、变异，最终得到了:;离子等!%种不同原
子序数的二电子原子（或离子）的基态能"

" 物理方法

当#!!%’9，忽略相对论效应，二电子体系的

!.为（采用质心坐标系，原子单位）
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式中’!"@$"!;""$为电子间的距离，!%#／"@
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（!"#!$#%&#’(#’)*+*／,）!（"），

!##$#-./"##%!#&’!#，

!!#$!-./"!#%!!&’!!，
其中略去了电子的自旋(轨道相互作用，电子的自
旋(自旋相互作用等以及核的有限质量，有限体积效
应，核的电磁多极矩等超精细作用项，并且对于基

态，)*0’，+*0’,显然宇称-1及轨道角动量+1*是
本问题的守恒量,与（#）式相应的定态234567./895
方程为

.1#（!#，!!）#/#（!#，!!）， （!）
式中/是二电子体系的能量，#（!#，!!）是二电子
体系的状态波函数,欲求解方程（!）是困难的,因为
（#）式中的库仑项与抗磁项具有不同的对称性，使得
方程（!）无法分离变量,,:;7<)/提出的组态相互作
用方法（=>）可以用于处理这类问题,=>方法的实质
是将精确的多电子原子的波函数用无穷多个组态的

波函数的线性叠加表示：

#（!#，!!）#!
0

1##
21$2;)?951 （!#，!!）， （@）

｛$2;)?951 ｝是一组组态波函数，每个$2;)?951 是一个电子

组态波函数，相应于一个2;)?954行列式,取

$2;)?951 （!#，!!）#93%1$#93&1$!$21#$41!’+56#6!（$1#，$1!）

7$#"$!， （A）
其中

’+1516#16!1
（$1#，$1!）#!

8#8!

〈6#18#6!18!9+151〉

·:6#18#（$1#）:6!18!（$1!）,（%）

为了保证｛$2;)?951 ｝的完备性，原则上0 应取无
限大，但实际计算时0 取有限值,库仑相互作用势
用单电子球谐函数展开：

#
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基态下，6#06!0’，+0’,
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,

这个方法的一个弱点就是收敛速度相当缓慢，

欲获得高精度的结果需要大量的基矢，计算量相当

巨大,究其原因是因为二电子体系波函数由于#$#!
的

存在，在$#0$!处存在歧点（3+-DD:./?），使得波函
数在此处的微商不连续,而2;)?95基矢（以$#，$!为
显自变量的连续可微函数）的“光滑”性，难以反映其

客观实在,#EE%年，,:;7<)/提出了修改的组态相

互作用方法（F=>）［#］，对2;)?95基做了如下修改：

$2;)?951 （!$，!#）#93)1$#3*1$$$
<1
#$
=1
$
［’+1516#16!1
（$1#，

$1!）&’+1516#16!1
（$1!，$1#）］, （$）

它是以$$0<)G（$#，$!），$#0<./（$#，$!）为
显自变量的函数，在$#0$$（即$#0$!）处微商不
连续，可以更好地反映物理实在，从而克服了2;)?95
基的缺点大大加快了其收敛性，使用较少的基就可

获得相当高的精度［!，@］,
将（@）式代入（!）式并进行运算，可得矩阵形式

的本征值方程为

."#/!"， （H）
式中.，!均为0&0矩阵，"0（2#，2!，⋯，20）为
列向量，哈密顿矩阵元与交迭矩阵元分别为

.1>#〈$19.19$>〉， !1>#〈$19$>〉，
其中1，>##，!，⋯，0， （E）

求解方程（H）便可得问题的解,
在F=>方法中，有一个重要步骤是确定最优的

基矢，这其实是一个函数优化的问题,通常的计算程
序都是采用单纯形法,而传统的基于迭代原理的函
数优化方法（如单纯形法，共扼方向法，惩罚函数法，

复合形法等），一般对于目标函数都有较强的限制要

求，如连续，可导，单峰等，而且大多根据目标函数局

域性质确定下一步的搜索方向,不同的初始值可能
导致不同的结果,
为了克服上述不足，从函数优化的角度来考虑

这个问题,将（!）式改写为

/（)，*）#&. #
〈#9.19#〉
〈#9#〉

#
!
1，>
2%12>〈$19.19$>〉

!
1，>
2%12>

， （#’）

再应用变分原理，视)，*为变分参数，对泛函/（)，

*）变分为

+/（)，*）#’， （##）
即可确定最佳变分参数)，*，进而可得体系基态能
的上限值及相应的基态波函数的近似值,
由此可见，求复杂原子的基态能问题实则为泛

函（#’）的优化问题，记为

<./｛/（%），%1$’，%1’?，1##，!，@，⋯，0｝，
（#!）

用演化算法可得问题的近似解,
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! 演化算法

!"# 基本概念

考虑优化问题"#$｛!（"）!""#｝，其中!称为
目标函数，# 称为解空间$当用演化算法求解上述
的问题时，首先要通过某种编码方案将# 映射到

#%（本文采用实数编码），则#%被称为基因空间；#
中的自变量取值"在基因空间#%中被称为个体，而
它的编码表示则被称为染色体，同时与"对应的函
数值!（"）被称为此个体的适应值，演化算法即通过
对适应值的判断进行最优搜索$
另外对于高维函数优化问题，考虑到自变量可

以表示为一个向量，因此它的编码可表示为#%（&）

&（"’%（&），"(%（&），⋯，"’%（&）），其中%由群体规模

(确定，’ 为目标函数的维数，&为演化代$当算法
具体执行时，主要是对父体的染色体进行各种遗传

操作，包括复制、杂交和变异，所有这些操作可统称

为遗传算子$

!"$ 算法设计

｛

将搜索区域等分成(份，在每一个区域中随
机地取一个染色体，得到初始群体$
计算每个个体的适应值；

按照适应值的好坏将适应值取前)名的个体
挑选出来，从而将种群规模收缩到)$

)*+,)’：寻找适应值最好和最坏的个体；

#-（最好的适应值与最坏的适应值之差大于
精度要求）./,$
｛

)*+,)(： 随机选择两个染色体作为父代；
经过遗传算子产生一个后代：

#-（该后代的适应值比最坏的适应值
好）

用该后代替换掉适应值最坏的个体；

,)0,%1.1)*+,)(；

%1.1)*+,)’；
｝

输出结果；

｝

在以上算法中，我们采用了两种遗传算子，一种

是仿射遗传算子，另一种是旋转遗传算子$仿射遗传
算子为

若父代

"%（&）*（"’%（&），"(%（&），⋯，"’%（&））

%*’，(，⋯，+，
则子代的等位基因

",（&-’）*#
+

%*’
!%",%（&）,*’，(，⋯，’，

其中!%为固定区间中的随机数，且#!%*’$
而旋转遗传算子（二维向量）为

若父代为

"%（&）*（"’%（&），"(%（&），⋯，"’%（&）），

",（&）*（"’,（&），"(,（&），⋯，"’,（&）），
则子代为".（&2’），"/（&2’）的等位基因

"+.（&-’）*310""+%（&）-0#$""+,（&），

"+/（&-’）*00#$""+%（&）-310""+,（&），
其中+&’，(，⋯，’，"为区间（4，(!）中的随机数$
算法采用实数编码，染色体记为（"’，"(，"!，

"5，"6）$设初始种群规模为(，收缩后的规模为)，

($’$适应函数取目标函数1（"），适应值取为1$
显然，适应值越小越好$在计算中，取初始种群(&
’44或64，对每个参数在（4，’44）或（4，64）的区间内
粗略搜索，收缩后的种群)&!，演化杂交算子中的
随机参数!在区间［7486，’86］内$
具体计算时，我们将0)*.,9基#%（如（:）式所示）

分为三组，相应的参数选取如下：

第一组

$’*2，%’由优化确定

3’*4
&’*
%
&

’ 4

第二组

$(，%(由优化确定

3(*4，’，⋯，(3(0’

&(*4，’，⋯，(&(0

&

’ ’
第三组

$!，%!由优化确定

3!*4，’，⋯，(3!0’

&!*03!-’，03!-(，⋯，"*;｛03!-(&!0’｝
%
&

’ $
（’!）

基矢的个数由((3，((&，(!3，(!&确定$本文中
取((3&5，((&&5，(!3&<，(!&&6，得到(4套径向
基矢，它们确定了所取径向基函数的总数$
在具体的计算中，我们取了(4组0)*.,9基函

数，相应的参数设置为

第一组设置包含一个基函数3&4，&&4$
第二组设置包括’(个基函数
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!"!，"，#，$，!，"，#，$，!，"，#，!，

#"!，!，!，!，"，"，"，"，#，#，#，$$
第三组设置包括%个基函数

!"#，$，$，&，&，’，

#"%"，%#，%"，%$，%#，%&，%$$
另外对于角向部分，由于体系处在基态、偶宇

称，故总磁量子数&’(!，总角量子数((偶数$再
考虑到三角形法则，所取#!组)*+,-.角向基函数中
的参数)"，)#，(的设置为

)""!，"，#，⋯，"’，!，’，"!，"’，

)#"!，"，#，⋯，"’，#，%，"#，"%，

("!，!，!，⋯，!，#，#，#，#$

（"&）

具体计算时，我们先在零磁场的情况下仅取#!
个基函数确定最优变分参数，然后用这组参数按

（"$）式，（"&）式设置&!!个基函数，再用这&!!个基
函数来求磁场取各种值时的基态能$相应的目标函
数记为*（#!）（+）$
另外，严格说来当磁场取不同的值时，对应的最

优参数是不同的$因此，对磁场取各种值的情况应该
分别对参数进行优化，直接得到相应的基态能$于是
按（"$）式，（"&）式设置&!!个基函数直接对（"!）式
进行优化，也得到了体系的基态能，相应的目标函数

记为*（&!!）（+）$

& 结果和讨论

按上述方法，我们先计算了"!种不同核电荷数
的二电子体系相应的!"，"#，!#，"$，!$，的最优参数
值，如表"所示$
表" 零磁场下"!种二电子体系相应的’个最优参数值

!" "# !# "$ !$

,(" !$#$&%! !$%"&!" !$’%""’ !$’$"$’ !$&/$$&

,(# &$%"$#" "$’0"#! "$0’$#" "$’!’&" "$"0$$’

,($ ’$%!&&& #$$"%1/ #$’!&$’ #$/"$$’ #$$01%1

,(& 1$%0"&$ $$%"1’’ $$"#$/& $$$#1&/ $$’$"1’

,(’ %$%#0&1 &$/"1’& 1$!0"0/ &$0/$$$ &$###&’

,(1 /$’#$#& ’$1"1/$ %$/0"## ’$0"#$" ’$!!&0#

,(% 0$0/0’$ 1$1"$/’ 1$!&&1/ 1$%1"$" 1$!0000

,(/ ""$!"’0$ /$100&1 /$!!!!& %$%!!0& %$#%&"$

,(0 ""$’"11’ /$01&’/ 0$/!"!$ /$0"#’$ /$!!""%

,("! "$$""&0! 0$%001# 0$%"$&$ 0$1//%1 0$"0’&%

上述数据说明随着核电荷数,的增长，各参数
相应变大$这是因为我们所取的径向基矢的形式为

#-(-2"-.!-2!".".
!-
!.
#-
"
，随着,变大，核对电子的束

缚越紧，，所以’个参数也变大$
表# 不同磁场下二电子体系的基态能量

32 3- 456 7-#6 7$6

! 2!$’#%%$1 2#$0!$%"& 2%$#%00! 2"$$1’’’’ 2##$!$!01

"!$ 2!$’#%%$1 2#$0!$%"& 2%$#%00! 2"$$1’’’’ 2##$!$!01

"!1 2!$’#%%$1 2#$0!$%"& 2%$#%00! 2"$$1’’’’ 2#$$!$!01

"!% 2!$’#%%!! 2#$0!$%"! 2%$#%00! 2"$$1’’’’ 2##$!$!01

18"!% 2!$’#1&/% 2#$0!$’/& 2%$#%0/’ 2"$$1’’’$ 2##$!$!0&

"!/ 2!$’#&&#’ 2#$0!$$’& 2%$#%0%% 2"$$1’’&/ 2##$!$!0"

#8"!/ 2!$’"’01’ 2#$0!##%1 2%$#%0$1 2"$$1’’#% 2##$!$!%0

&8"!/ 2!$&/0!"& 2#$/0%0/& 2%$#%%%’ 2"$$1’&&$ 2##$!$!#%

18"!/ 2!$&’#0#$ 2#$/0!0!# 2%$#%’!1 2"$$1’$!$ 2##$!#0&#

/8"!/ 2!$&"!""0 2#$//""#% 2%$#%"$" 2"$$1’"!/ 2##$!#/##

"!0 2!$$1"//& 2#$/1/%%1 2%$#11’! 2"$$1&/’1 2##$!#11/

表#给出了最终计算结果，即不同磁场下，各种
不同类型的双电子体系的基态能量（实际计算了,
("到"!的各种情况，限于篇幅只列出了部分结
果）$图"（+）—（-）则分别反映了 32，3-，456，

7-#6，7$6，各自基态能量随着磁场的变化情况$可
以看出一方面对于同一,值，体系基态能量随着7

的增长而升高，这可以从/9中的逆磁项："#$
#（%#"6

%##）中找到答案；另一方面随着,核电荷数增加，核
的库仑作用增强，磁场的影响相对而言逐渐减弱，能

量变化越来越不明显$图#对此反映得更加清楚$考

虑逆磁项"
#$

#（%#"6%##）的形式以及磁场对于波函数

的影响不大，可以预料能量与磁场成二次方关系$据
此我们对计算结果进行了二次拟合，并在个图中绘

出了它们各自的拟合曲线，从图中可以看到拟合曲

线（用虚线表示）同实际点（以#号标出）拟合得非常
好$这证实了我们的猜想，图（:）反映了核电荷数,
("—’的二电子体系在磁场中的基态能量变化情
况（相对零场而言），可见随着,的增大，同一磁场
中不同体系由于磁场引起的能量的增加迅速减小$
表$给出与用其他方法得到的数据的对比，由

此可见我们计算方法结果的准确性与可靠性$
上述都是我们在单台微机上运行获得的结果，

计算结果与用求本征值方法得到的结果一致$虽然

$###期 刘莲君等：用演化算法计算磁场0$"!0;中二电子体系的基态能



图! 不同核电荷的二电子体系基态能量与磁场的关系曲线（!（"）#$）（图中横坐标表示磁场$（单位："#$），
纵坐标表示能量!（单位：%#&））

表’（%）不同方法获得磁场中()基态能

$／!*+,
-./%0%1/234$&51$

67743 89:43
;<743/=4>1%5
?%5&4

(@A BC 演化算法（DBC）

*%* )*%EFEGF )*%E’H+G )*%EF+I )*%JII* )*%EF+E )*%EF++

*%! )*%EFEGF )*%E’H+G )*%EF++

!%* )*%EFEII )*%E’H+H )*%EF++

!*%* )*%EF!H+ )*%E’’*H )*%EFJJ

（0）不同方法获得磁场中(4基态能量

$／!*I,
-./%0%1/234$&51$

67743 89:43
;<743/=4>1%5
?%5&4

(@A BC 演化算法（DBC）

*%* )F%IGE!+ )F%GFGH+ )F%G*’+ )F%IH!+ )F%G*’* )F%G*’+

*%! )F%IGE!H )F%GFGHH )F%G*’+

!%* )F%IGJI* )F%GFG’* )F%G*’J

J%* )F%IIG’E )F%GFFIE )F%IGI*
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本问题中演化算法内在的本质并行性并没有发挥，

但在求高阶矩阵本征值问题中由于内存占用大，若

要计算!"#以上的矩阵，一般的工作站也难胜任!演
化算法不仅占用的内存小，而且它还有相当大的改

进余地并能采用并行处理技术，若能根据实际物理

问题的特点去选择更好的遗传操作算子，相信处理

如此多的参数优化问题是非常方便的，其计算效率

和精度也会大大提高!综上，演化算法在计算磁场中
二电子体系基态能量的问题中是相当成功的!可以

预料它将在理论物理的其他领域也会获得应用，其

自身也将不断完善，成为物理工作者的又一有利工

具!

［!］ $%&%’()*+,-，"#$%!&’(!，!"#（!../），01!2%
［3］ 45,-67(8,(，"#$%!&’(!，!""（!..1），!"/"%
［0］ 957)5,-47-，)*+!"#$%!,’--!，$%#（3#）（!..2），!"3!%
［#］ 潘正君等，演化计算，北京，清华大学出版社，!..2%
［/］ 石玉珠等，物理学报，&’（!..2），!3#!［:%;%$<5’-./!，01-.

"#$%21.32421.，&’（!..2），!3#!（5-=<5->?>）］%

()*+,-./0(1*/+!23!0,/2*1456/27!07(0!1*+,14-,2/(+89
)1!1--+-2,3/68/($0-9-0-712/+)3)1-5*+!(+*6/25

5!,+-1*76*-08$-0/:%;<,

9@A9@BCD4AC!） EA4@C’DFGC3） ;HBI9@!） JBI:IADKIC’!） 9@:ABCDE@BC’3）
!）（5’6.7-8’4-*9"#$%21%，:;#.4<42(’7%2-$，:;#.4 #0""13）

3）（3-.-’=’$,.>*7.-*7$*93*9-?.7’@4A24’’724A，:;#.4<42(’7%2/$，:;#.4 #0""13）

（8>L>5M>*!347)N!...）

BO$P8B=P
@Q5?M>RN*5SS5L7)QQ(L,)L7),Q>,LL7R,Q>6R(7-*D?Q,Q>>->R65>?(S*(7T)>D>)>LQR(-?N?Q>+?5-,7-5S(R++,6->Q5LS5>)*%

ON7?5-6Q<>+(*5S5>*L(-S567R,Q5(-D5-Q>R,LQ5(-+>Q<(*,-*Q<>>M()7Q5(-,RN,)6(R5Q<+U>(TQ,5->*<56<)N,LL7R,Q>R>D
?7)Q?%P<>*5?L7??5(-(SQ<>R()>(S+,6->Q5LS5>)*5-Q<>6R(7-*?Q,Q>>->R6N(S,*(7T)>D>)>LQR(-?N?Q>+,-*Q<>V(??5T5)5QN
(SM,R5,Q5(-,)6R(7-*D?Q,Q>D>->R6NL,)L7),Q5(-TN*5R>LQ)N7?5-6>M()7Q5(-,RN,)6(R5Q<+5?VR>?>-Q>*%P<>R>?7)Q??<(UQ<,Q
L(+V,R>*U5Q<(Q<>R,)6(R5Q<+??7L<,??5+V)>W+>Q<(*，>M()7Q5(-,RN,)6(R5Q<+5?+(R>>SS5L5>-Q5-L,)L7),Q5-6,Q(+5L>-D
>R65>?，,-*L,-T>7?>*5-(Q<>RS5>)*?(S&<N?5L?%

=!77：0!!"；0!!/；0!3"；0!."
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