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利用双曲函数法和吴文元代数消元法，获得了+,-,.方程的多组行波解，其中包括新的行波解、有理函数形
式的行波解*
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! 引 言

在许多科学领域中，很多科学问题的研究最终

可用非线性发展方程来描述，然而如何求解它们，一

直是数学家和物理学家研究的重要课题*近年来已
发展了许多求解这些非线性发展方程的方法，例如

反散射方法、齐次平衡法等*文献［!］用三角函数法
得到了非线性发展方程的一批解，基于这一思想，下

面提出双曲函数法解题思想：

!1对非线性发展方程作行波约化变换：设

!（"，#）2!（"），"2"3$#，将这一变换代入原方程
得到一常微分方程

%（!，!&，⋯）’#1 （!）

$1设（!）式有如下形式的解：

!（"）’"
(

)’!
4567)*!!（+)4567!,-)8947!）,-#，

且:!／:"24567!，或:!／:"28947!，其中-#，-)，+)
为待定常数，(可以通过最高阶导数项和非线性项
来确定.
/1将以上诸式代入（!）式，整理后可得关于

4567/!8947)!（/2#，!，⋯，(3!；)2#，!），4567(!这
些项的式子.可以利用函数组（!，;!，;$!，⋯，;$(!）的
线性无关性，很快证明4567/!8947)!（/2#，!，⋯，(3
!；)2#，!），4567(!这些项是线性无关的，因此令这
些项的系数为零，得到一组关于-#，-)，+)的代数方
程组，解这代数方程组就可得原方程的解.
当然，如果变化第（$）步可求得方程的另外一些

解，本文将给出这方面的探索.下面给出详细步骤.

$ +,-,.方程的行波解

+,-,.方程

!#*-!""#’ +!,0$!（ ）$
"
， （$）

设!（"，#）2!（"），"2"3$#，原方程变为

-$!1*（+,$）!*0$!
$’#1 （/）

!1设!（"）’"
(

)’!
4567)*!!（+)4567!,-)8947!）

,##，:!／:"’4567!.类似于齐次平衡法，通过平衡
最高阶导数项!1与非线性项!$中4567!的最高次
幂，可解得(为$.
!’+!4567!,-!8947!,+$4567$!

,-$4567!8947!,-#，

!$’（+$$,-$$）4567%!,$-$+$4567/!8947!

,$（-!-$,+!+$）4567/!,$（+!-$,+$-!）4567$!
·8947!,（+$!,-$!,-$$,$-#+$）4567$!
,$（+!-$,-#-$）4567!8947!,$（-#+!
,-!-$）4567!,$-#!8947!,-

$
#,-$!，

!1’"+$4567%!,"-$4567/!8947!,$+!4567/!

$-!4567$!8947!,%+$4567$!
,-$467!8947!,+!4567!.
把以上诸式代入（/）式，并分别令4567/!8947)!

（)2#，!；/2#，⋯，/），4567%!的系数为零，得

*0$
（-$#,-$!）*（+,$）-#’#；
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利用吴文元代数消元法，可得如下解：
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对方程-!／-"&./01!，通过积分可得./01!&
’2.21"，23.1!&’2341"（积分常数取为零）(于是

56768方程有如下解：
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#,设-!／-"&23.1!，可得
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同理，把上式和 !，!# 代入（*）式，并分别令

./01:!23.1-!（-&!，"；.&!，⋯，*），./01$!的系数为
零，得
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利用吴文元代数消元法，可得如下解：
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对方程-!／-"&23.1!，通过积分可得./01!&
’234"，23.1!&23."（积分常数取为零）(于是5676
8方程有如下解：
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*,设!（"）&"
/
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（/)#）／#，将这些

代入（*）式，可得一关于#的各次幂的多项式，令#
的各次幂的系数为零，可得一组关于#-，$"的代数
方程组，其解为

#/!"’⋯#!’!，$’!&，
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"
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所以原方程的解为
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