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将!!"时空理论与适当的复时间变换有机结合，构造了所谓!!"复时变换，它给出!!"时空中的截面转动，从
而诱导出虚时、实时热场理论间的直接变换，这从背景时空的角度揭示了虚时、实时热场理论间的内在联系"

!"##：$(’$；$"’$

! 引 言

有限温度场论（+,+,）［!—#］（亦称热场理论）将
零温量子场论的方法和技术推广到有限温度情况，

为研究宏观乃至微观热现象提供了强有力的理论工

具*现今流行的+,+,可分为虚时和实时两类，并
且它们的形式和性质有很大差别*例如虚时理论有
明显的虚时周期性，而实时理论的最显著特点是倍

自由度［-］*显然作为研究同一类物理现象的不同形
式的理论，它们之间关系的探讨对理论研究和实际

计算均有重要意义，故始终受到很大关注［)］，然而

至今未得满意解决*./012和314567［8］曾试图由虚
时热9:;;2函数通过对虚时间的解析延拓给出实时
热9:;;2函数，但得到的结果还存在着明显的困难
和不足*实际上这种延拓只给出了实时热9:;;2函
数的一个分量*本文作者之一（9<6）近年来提出的

!!"时空
［’—!"］为各种形式的+,+,提供了统一的

几何背景*这也为研究不同形式+,+,之间的关系
提供了新的途径*
本文将!!"时空理论和复变函数中的保角变换

有机结合，构造一种（我们称之为）!!"复时变换，它
给出!!"时空中的截面转动*特别是给出欧氏截面
和=/:;2>?截面之间的转动，从而诱导出虚时和实
时+,+,之间的直接变换*在这个变换中通常

+,+,的虚时周期性和实时形式中的倍自由度特性
自然得到保持，这是通常的变换和延拓［8］难以做到

的*所以本文的讨论揭示出，在!!"时空背景上虚时
形式的+,+,包含着比原来认为的更多的信息*

" 复时间变换与!!"时空的截面转动

$%& !!"时空

!!"时空
［’—!"］是具有复度规

@#"$#%"（""%!"）%!（%@!"&@""）&@’"&@("

（!）
的复四维流形，其中#A"!／$，$为倒温度，而!，"，

’，(一般为复变量"当限定"，’，(为实而!A6%为
纯虚时，得到!!"时空的欧氏截面（B!截面），其度规
为

@#"$#%"（""&%"）%!（@%"&@""）&@’"&@(""
（"）

作变换

%$#%!;#)C62#&，"$#%!;#)4/C#&， （%）
则（"）式化为欧氏度规

@#"$@&"&@)"&@’"&@("" （-）
由（%）式，在（-）式中应将&A$等同于&A$，即&，

)，’，(是在一个超柱面*!D+%上取值，而%，"，’，

(描述的空间同胚于这个超柱面［’，!$，!"］"
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当限定（!）式中!，"，!，"均取实数，则得到!#
"时空的"#$%&’(截面（"#截面）$这时!)*")+,处
的奇异把"#截面分为-个部分!，"，#，$［.—!)］，
每一部分等同于一个完整的 /0&1#2310时空$例
如，对区域!（"!"!"）和区域"（*"!"!"）分别引
入坐标变换

!%&#’!%#(30&4#)

"%&#’!%#(5#34#
#
$
%)

上号对应于区域!，
下号对应于区域"，

（6）

则（!）式化为/0&1#2310度规

7*)%’7))+7()+7!)+7")$ （8）
业已证明［.—!9］，!#"时空中:;截面和";截面上

的零温场论分别给出通常表述下的虚时和实时

<=<=>另外，如所周知为描述有限温度理论，时间
变量被延拓为可在一定范围内取值的复变量，每个

满足一定要求的复时间路径对应着一种特定形式的

热场理论［?］$下面的讨论就是将!#"时空理论与时
间变量的复性有机结合，从而给出虚时和实时

<=<=这样形式和性质差别很大的两种理论间的直
接联系$

!"! !#"复时变换

考虑如下的复函数变换：

,：- &. ,（-）%/’!! ’/’/!（-）， （?）
其中/和/!定义为对任意复变量-，

/（-）%’0!’-!+-
，/!（-）%%*0#-， （@）

并且在进行/*!! 变换时，规定切口在上半复平面，
即取 A&（*!）+ *0%［!-］$这 样，若 记 0 +

*0!*%BC
（*0#-）

!D%BC（*0#-）
，则有

,（-）%0#’!A&0 %0#’!A&.0.’#’!E$F［0］$
（.）

（.）式为复变函数论中的保角变换，其中幅角E$F由
上述规定的切口所确定$
由（@）式，/! 将（*0-）#复 平 面 上 满 足

GH（*0-）(［*$，,］的无限长条形区域映为整个复
平面（/!（-）#复平面），将（*0-）#复平面上始点为)
而终点为)*1$（)为实数）的任一条虚部不增的曲
线映为/!（-）#全复平面上的一条环绕原点的简单
闭合曲线$而/将这样的简单闭合曲线映射为另一
条简单闭合曲线$特别是，若*0-在/E’3IJE$E虚时
路径上取值，即-+%（,)%)$），并记实变量

!
#A&

!’%BC（’0#%）
!+%BC（’0#%）%

) 当,*%*$／)，

)2 当$／)*%*$
｛ ，

（!,）

则有

,：% &. ,（%）%
0) 当,*%*$／)，

0)2+$／) 当$／)*%*$
｛ >

（!!）
另外，由（!,）式显然有：)"%&D,+*K；)"%&$)*,+

DK；)2"%&$)D,+DK；)2"%&$*,+*K$并且，%(
（,，$／)）时，)是%的单调增函数（时序同向）；%(
（$／)，$）时，)2是%的单调减函数（时序反向）>这些
性质在以后的讨论中是很重要的$
为了看出变换（?）—（!!）式与!#"时空的联系，

引入如下的复坐标变换：

&%#’!%#(30&#-，"%#’!%#(5#3#-，（!)）
则度规（)）式被解析延拓$用-，(，!，"表示时它化
为

7*)%7-)+7()+7!)+7")$ （!9）
当(，!，"为任意实数，而-+%（,)%)$）（/E’;
3IJE$E路径）时，（!)）和（!9）式即给出（9）和（-）式$
若对-+%施行变换（?）—（!!）式，则（)），（!)）和
（!9）式分别被变换为（!），（6）和（8）式，所以可得到
结论：（!!）式将!#"时空的:;截面变换到";截面，
（?）—（!!）式给出!#"时空的截面转动$以后称之为

!#"复时变换，用!表示$通过下面的讨论将看到它
诱导出虚时和实时<=<=间的直接变换$

9 场方程单态模解的变换

利用上节给出的!变换将!#"时空:;截面上场
方程的单模解变换到";截面，自然给出";截面上的
单模解，并由此直接得到热场理论中著名的L#F#A0;
IJ#M变换和热真空态等$

$"% 玻色场模的变换

考虑!#"时空:;截面上质量为3 的自由无自
旋标量场’，它满足方程

#)（&)+")）（&)／&&)+&)／&")［ ）

+&)／&!)+&)／&")’3 ］)’%,， （!-）
用坐标%，(，!，"表示［参见（)）—（-）式］，方程
（!-）成为

（&)／&%)+&)／&()+&)／&!)

+&)／&")’3)）’%,$ （!6）
考虑到空间坐标(，!，"的平权性和无限延展性，得
方程（!6）如下的“能量#动量”本征模解

%BC｛’(!%+0!·(｝， （!8E）
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!"#｛!!"!$!·"｝， （%&’）

其中!!( #)*$! )"+%对单模解（%&,）式施行上
节的#&$复时变换，则得

!：!"#｛’!!"!$!·"｝ #( %)!*&!!"#｛’$!!+*

!·"｝!&"!"#’
%
)!!｛ ｝’!"#｛’$!!+)!$!·"｝，

（%-）
其中&!和&"定义为当时空变量在./截面的!区
取值时，&!(%，&"(+；在"区取值时，&!(+，&"
(%%由变换式（-）—（%)）可见：固定"，,，-为实数，
只要复变量.的取值绕过点’／)，则%!)在其自变量
通过的任何#&$时空区域内解析，由01234

［%5］类似

的分析可知，它是./截面上的正频模解%考虑到变
量+)的反时序特性，用 6$1789:7$时空变量表达
时，不失一般性，这里可令+)(;+<另外，为叙述方
便，本文采用箱归一化%将%)!按=>!$1/?82@81内积
归一化后记为%!，则有

%!*A8:4(! !/!!:$14(! "/$’!， （%B）

其中C4(!(!"# ;
%
)!!（ ）’ ，而

!/!*
&!
)!!! 0

!"#｛’$!!+!$!·"｝，

"/!*
&"
)!!! 0

!"#｛’$!!+!$!·"｝%（%D）

类似地，对（%&’）式进行!变换，则得./截面上的另
一个归一模解

%
)
!*:$14(! !/$’!!A8:4(! "/!% （)+）

函数%!和%
#
!曾在文献［D—%)］中用不同的方法给

出，但这里强调了实时场解与虚时场解的直接联系%
./截面上自由场方程的一般解*（+，"）必可分别用
模解集合（%B），（)+）或（%D）式展开，即

**%
!
（1!%!!1!!%$! !1

)
!%
)
!!1

)!
!%
)$
!）

*%
!
（2! !/!!2!! !/$! !2)! "/!!2)!! "/$!）%

（)%）
利用=>!$1/?82@81内积就得到玻色算子的E8F8>$/
3’8G变换关系：

1!*2!A8:4(!’2)!’!:$14(!，

1)!*2
)
!A8:4(!’2!"!:$14(!% （))）

从（)%）式中所用到的各单模解可知2!&+〉6!(+，

2#!&+〉6"(+分别定义了我们的 6$1789:7$时空

（区域!）及其镜像时空（区域"）［D，%)］的量子真空
态&+〉6!和&+〉6"，而

1!(+〉.H*1)!(+〉.H*+ （)I）

定义了#&$时空中./截面的真空态&+〉.H<又从
（))）式知，&+〉.H就是6$1789:7$时空惯性观察者的
热基态［)］<这些都是JKJK的核心所在%

!"# 费密场模的变换

在L/截面上，自由费密场+（质量为$）满足方
程［%I］

,（-)!$)）%
／).+$$-!$.

%$
$（ ）$ !$.

) $
$［ ,

!$.I $$-’$!
$,
)
$.+-’.%$
（-)!$)）%

／ ］) +*+%（)M）
用坐标"，"，,，-表示，方程（)M）成为
（’.+$／$"!$.%$／$"!$.)$／$,

!$.I$／$-’$）+*+% （)5）
其“能量&动量”本征模解为

.（!，/）!"#｛’!!"!$!·"｝， （)&,）

3（!，/）!"#｛!!"’$!·"｝（/*%，)），
（)&’）

其中旋量.（!，/），3（!，/）的定义见文献［%&］%对
模解（)&,）式施行!变换，得到

!：.（!，/）!
’!!"!$!·" #( +)!，/*.（!，/）

· &!!
’$!!+!$!·"!&"!

’%)!!’!’$!!+)!4!
·

（ ）" ，（)-）
与玻色情况类似的分析可见+)!，/是./截面上的正
频模解%用内积［%&］

（+，%）*’3@I"+
—

.+%， （)B）

将+)!，/归一化后记为+!，/，有

+!，/*.（!，/）A8:(!
!5［ !

!:$1(! "5$’ ］! (.（!，/）0!， （)D）

其中C,1(!(!"# ;
%
)!!（ ）’ ，而

!5!*&!
$
!!!0!"#
｛’$!!+!$!·"｝，

"5!*&"
$
!!!0!"#
｛’$!!+!$!·"｝%（I+）

类似地，从（)&’）式出发，并注意到费密场的旋量变
换性质［%I］，得到./截面上的另一个归一化模解

+
)
!，/*3（!，/）’:$1(!

!5$［ !

!A8:(! "5’ ］! (3（!，/）0
)
!%（I%）
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将!"截面上自由费密场方程的一般解!（!，"）用
场模（#$），（%&）或｛#（!，"）!$!，#（’!，"）"$!!，

%（!，"）!$!!，%（’!，"）"$!，"(&，#｝展开，有

!（!，"）&"
!，"
’!，"#（!，"）#!()(!，"%（!，"）#

!［ !

(’
$(
*!，"#（!，"）#

$!
! ()

$
*!，"%（!，"）#

$ ］!

&"
!，"
+!，"#（!，"）

!$!(,(!，"%（!，"）
!$!［ !

(+
$(
!，"#（*!，"）

"$!!

(,
$
!，"%（*!，"）

"$］! - （%#）
由内积（#)）式，即可得到费密算子的*+,+-./0+1
变换

’!，"&+!，"2+3%&(+
$(
*!，"3.4%&，

’$(!，"&+
$(
!，"2+3%&*+*!，"3.4%&， （%%5）

)(!，"&,(!，"2+3%&(,
$
*!，"3.4%&，

)$!，"&,
$
!，"2+3%&*,(*!，"3.4%&- （%%0）

例如，若考虑+!，".粒子系统，则+!，"#6〉7!(6，

+#!，"#6〉7"(6分别定义了“我们的宇宙”（区域!）
及其镜像时空（区域"）的量子真空态#6〉7!和

#6〉7"，而

’!，"/6〉!8&’
$
!/6〉!8&6 （%9）

定义了!"截面上的真空态#6〉!8:从方程（%%）可见，

#6〉!8刚好是;<;<中7.4=+>3=.时空惯性观察者
的“热基态”［#］:

9 ?@AA4函数的变换

!"# 玻色情况

用变量’，"，0，1来表示，(.)时空中B"截面上
自由零自旋玻色场的?@AA4函数满足方程
（$#／$’#($#／$C#D$#／$0#($#／$1#*2#）
·3（’，"；’4，"4）&**（’*’4）*（"*"4），

（%E）
并有3（’，"；’4，"4）(3（’’’4，"’"4）:令5(’
’’4，则5的取值范围是’+$5$+-由于B"截面的
几何结构［&6］，方程（%E）的单值解要满足周期性条件

3/’&6&3/’&+: （%F）
在6%5%+范围内，可用算子$#／$’#D

%

#’2#的
满足周期条件（%F）式的本征函数系将3展开成

3（5，"，"4）&+*&"
!
"
G

6&*G
7!（"）7!!（"4）

·ACH*#&.65｛ ｝+
#&6（ ）+

#
(&#［ ］!

*&
， （%I）

其中7!（"）(
&
&8
ACH ’.!·｛ ｝" -上述级数中对6

的求和部分可得有限形式的函数，有

+*&"
G

6&*G
ACH*#&.65｛ ｝+

#&6（ ）+
#
(&#［ ］!

*&

& #&#（ ）! *&&*A*+&（ ）! *&A*&!5(A&!
（5*+［ ］
）
-（%)）

（%)）式可通过直接计算右方函数的傅里叶级数展开
式而得到证明:利用（%F）式，当’+%5%6时，有

3（5，"，"4）&"
!
7!（"）7!!（"4）（#&!）*&（&

*A*+&!）*&A&!5(A*&!
（5(+［ ］
）
-（%$）

对（%I）—（%$）式进行!变换，并注意到由’诱导出
的时序（见#:#节），则可直接写出通常;<;<中的
实时热?@AA4函数:由于经(.)复时变换后，?@AA4
函数的自变量将在!"截面上取值，当自变量在区域

!或"上取值时，把相应的?@AA4函数分别用脚标

&或#来标记-这样反映倍自由度特性的#J#矩阵
形式自然出现-另外为书写简便，将变换后的?@AA4
函数3(｛39:｝（9，:(&，#）中出现的实时间差仍记
为!-这样，当!’6，对（%I）和（%)）式进行!变换
后，有

3(&&（!，"，"4）&"
!
7!（"）7!!（"4）（#&!）*&（&

*A*+&;）*&A*.&!!(A.&!!A*&!［ ］+ ，（96）
当!%6，由（%$）和（&&）式，得

3*&&（!，"，"4）&"
!
7!（"）7!!（"4）（#&!）*&（&

*A*+&;）*&A.&!!(A*.&!!A*&!［ ］+ ，（9&）
而3&&(%（!）3D&&D%（’!）3’&&正是热场动力学中
实时?@AA4函数的&.&分量［9］-
为计算3&#（!，"，"4），注意(.)复时变换中’

变量诱导的时序，因为此时有’(（+／#，+），’4(（6，

+／#），故(.)复时变换给出!：5(’’’4 )# .!D+／#，
对（%I）和（%)）式进行(.)复时变换后，得

3&#（!，"，"4）&"
!
7!（"）7!!（"4）（#&!）*&（&

*A*+&;）*&A*.&!!(A.&!（ ）!A*
&
#&!+-
（9#）

此式正是热场动力学中热?@AA4函数的&’#分
量［9］-
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类似的方法可得实时热!"##$函数的另两个分
量：!%&（"，#，#$）’!&%（"，#，#$）和!%%（"，#，#$）

’!（"）!(%%（"，#，#$）(!（)"）!)%%（"，#，#$），其中

!%%%（"，#，#$）&!
!
’!（#）’"!（#$）（%"!）(&（&

(#(#")）(&#%*"!"*##*"!"#("!［ ］# +
（+,）

这里已考虑到在-.截面的!区由$诱导的时序与

/*$01230*时序反向4

!"# 费密情况

在坐标$，#，,，-下，5.截面上自由费密场的

!"##$函数.’.（$)$$，#)#$）满足方程
（(%6"／"$**%&"／"#**%%"／",**%,"／"-(/）.
&(&（$($$）&（#(#$） （++）
和反周期性条件［+，7，&,］

.0$&6&(.0$&#+ （+8）

当6$1$#，用算子)%6"／"$(*%&"／"#(*%%"／",
(*%,"／"-)/ 满足（+8）式的本征函数系将.展
开成［7］

.（1，#(#$）&#(&!
!
!
9

2&(9
’!（#）

·’"!（#$）
#:;｛(*"21｝

*%6"2(!·!(/
， （+<）

其中’!（#）同（,=）式，"2’（%2(&）#／#+等号右边
级数中对2的求和部分可表为有限形式的函数

#(&!
9

2&(9

#:;｛(*"21｝
*%6"2(!·!(/

& &
%"!
（#(#"!

*&）(&（3／*/）#
("!1*（3／

’
(/）#"!

（1(#［ ］
）
，（+=）

其中3／’%6"!)!·!，3／
$
’%6"!(!·!+这样（+<）式

给出

.（1，#(#$）&!
!

&
%")#

(#"!*（ ）&
（3／*/）#(

"!［ 1

·’!（#）’"!（#$）*（3／(/）#
"!（1(#）’"!（#）’!（#$ ］）+

（+7）
考虑到（+8）式，当)#$1$6时，有

.（1，#(#$）&!
!

&
%")#

(#"!*（ ）&
（3／*/）#(

"!（1*#［
）

·’!（#）’"!（#$）*（3／(/）#
"!1’"!（#）’!（#$］）+ （+>）

对（+7）和（+>）式进行!变换，与玻色情况类似，可得

-.截面上%?%矩阵形式的!"##$函数.’｛.45｝
（4，5’&，%）+具体地，

.*&&（"，#(#$）&!
!

（%"!）(&

#(#"!*（ ）&
（3／*/）#(*"!［ "

·’!（#）’"!（#$）*（3／(/）#
*"!"#("!#’"!（#）’!（#$ ］），

（86）

.(&&（"，#(#$）&(!
!

（%"!）(&

#(#"!*（ ）&
（3／*/）#(*"!［ "

·#("!#’!（#）’"!（#$）*（3／(/）#
*"!"’"!（#）’!（#$ ］）+

（8&）
而.&&’!（"）.(&&(!（)"）.)&&正是热场动力学中费
密系统实时热!"##$函数的&6&分量［+］4对于其他
分量，相应的计算给出

.&%（"，#(#$）&!
!

#:;｛("!#／%｝

%")#
(#"!*（ ）&

（3／*/）#(*"!［ "

·’!（#）’"!（#$）*（3／(/）#
*"!"’"!（#）’!（#$ ］）

（8%）
和.%&（"，#)#$）’).&%（"，#)#$），.%%’
!（"）.(%%(!（)"）.)%%，这里

.%%%（"，#(#$）&#!
!

#:;(&%"!｛ ｝#
（%"!）#

(#"!*（ ）&

7（3／*/）#
(*"!"##

&
%"!#’!（#）’"!（#$［ ）

*（3／(/）#
*"!"#%

&
%"!#’"!（#）’!（#$ ］）+ （8,）

8 总结与讨论

将适当的复时间变量变换与(6)时空理论有机
结合，构造了(6)复时变换，它给出(6)时空中的截
面转动，从而诱导出虚时和实时@A@A间的直接变
换+对玻色系统和费密系统自由场方程的模解及

!"##$函数做了具体讨论，由此直接得到了与各种
系统相应的著名的B1C1D*EF1G变换和热场动力学中
的热真空态［%，+］，以及@A@A中虚时和实时热!"##$
函数间的直接变换，其中实时热!"##$函数反映倍
自由度性质的%?%矩阵结构可自然获得，从而克服
了通常变换和延拓的困难，并且计算过程十分简捷+
同时，本文的结果也说明，(6)时空不仅为各种
@A@A提供了统一的几何背景，也为揭示它们之间
更本质和更直接的联系提供了理论基础+

［&］ AH/IJ3EFI"I，89:;+<=>:9+8=,1+，$!（&>88），,8&H
［%］ KHAI0ILI3L，MHNO#PI2I，?:@@>A+8=>2:/+，#（&>=8），88；MH

NO#PI2I>"4@+，AL#"O1@*#DQRS$IO*T3I$QU1$Q#$3#QVJIJ#3
（W1"JL.M1DDI$Q，XO3J#"QIO，&>7%）H

>&+,期 高亚军等：(6)时空的截面转动与虚时、实时热场理论间的直接变换
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