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给出非布儒斯特角情况下四棱镜组二阶、三阶色散的解析表示，并给出改变入射角和入射波长以及棱镜顶角

对二阶、三阶色散的影响+

!"##：($)"；($)",

& 引 言

&’)(年-./0等人提出的四棱镜组或棱镜对可

以产生正负可调的群速色散，用来补偿自相位调制

所产生的啁啾，使得它在超短脉冲振荡器和放大器

中均得到十分广泛的应用+现在自锁模掺钛蓝宝石

激光器中，用石英棱镜组和啁啾镜联合进行色散补

偿，已获得%1234的光脉冲［&］+随后又有利用腔外压

缩至(1%34的报道［$］+
随着脉冲宽度的进一步减小，不光要补偿二阶

色散，还必须补偿三阶及更高阶色散+为了获得短于

&"34的光脉冲，在自锁模固体激光器中，人们采用短

的激光晶体并用石英棱镜代替玻璃棱镜进行色散补

偿以减小三阶色散，利用棱镜对和啁啾镜联合来进

行高阶色散补偿+
目前采用的四棱镜组，为了减小插入损耗，都设

计为光线对棱镜以布儒斯特角入射和以布儒斯特角

出射，即设计成布儒斯特棱镜+&’)(年，-./0等人曾

给出以布儒斯特角入射和出射情况下，四棱镜组二

阶色散的表示式［!］，对三阶色散只给出了一个近似

表示+后 来 虽 然 有 人 给 出 三 阶 色 散 的 完 整 表 示

式［(，2］，但仅为布儒斯特角下的完整表示+将本文的

计算结果与以前的工作进行比较，发现以前的工作

都出现不同程度的错误（以前工作只给出完整表示

式，没有给出推导过程）+由于调整精度的限制，四棱

镜可能在偏离布儒斯特角的情况下工作+另外，有些

宽调谐的超短脉冲激光器，如飞秒激光参量振荡器，

色散补偿的棱镜组本身就在偏离布儒斯特角的情况

下工作+在有些情况下，为了改变二阶、高阶色散也

可设计成非布儒斯特角情况下工作的棱镜组［%］+因
此，了解非布儒斯特角情况下四棱镜组的二阶、三阶

色散是重要的+本文将给出非布儒斯特角情况下四

棱镜组二阶、三阶色散的解析表示+并给出改变入射

角和入射波长以及棱镜顶角对二阶、三阶色散的影

响+本文也将给出棱镜插入量对二阶、三阶色散的

影响+

$ 非布儒斯特角情况下四棱镜组二

阶、三阶色散的解析表示

棱镜对如图&（5）所示+棱镜!和棱镜"为两个

完全相同的棱镜+只要棱镜!和"平行放置（棱镜"
的入射面平行棱镜!的出射面），则从棱镜"出射的

光是与入射光平行的，并不一定需要以布儒斯特角

入射和以最小偏向角运转+若不考虑棱镜插入量，不

同频率的光经过棱镜"的路径如图&（6）所示+由图

&（6）可知，由折射定律，478!9"478!，"为棱镜材料

的折射率+因为478!9##$#%
，478!9&%#%

，因此有##$
#%
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!!"#$#
，$$%!!"#&同理可证’%$!!("&即(’%

和#$%为相应波前，("和’%$等光程，"#和$$%
等光程&若往返通过棱镜对，由"#和$$%等光程可

知，"#) 和$$%)%等光程，所以"#) 段对色散无

贡献，只有*("段对色散有贡献&由于("和’%$
等光程，则*("和’$等光程&若设两棱镜顶角之

间的连线距离*$为+，则有*("!+"#$!，光往返

通过棱镜对时，该系统对色散有贡献的光程为

图% 棱镜对工作在偏离最小偏向角和布儒斯特角时的光路图
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在任意角入射情况下，棱镜出射角与入射角的关

系为

#&-*+"$,-［$,-$ !&.$,-&#! %."#$$$,-#%］，

（)）

式中$为棱镜的顶角，#%为棱镜!的入射角，#&为

出射角&将#&对!求导，有
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若入射角#%为布儒斯特角，利用/*-#%!!，有
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将（.）和（2）式代入（%）式，并利用’,／’!!5&+$,-!
和’&,／’!&!5&+"#$!，即 可 得 任 意 角 入 射 时

’&,／’"&的一个最一般的表示式&
若光线以最小偏向角传播，但入射角不一定为

布儒斯特角，将（0）和（3）式代入（%）式，可得
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（%6）式即为光线以最小偏向角传播，但入射角偏离

布儒斯特角情况下二阶色散’&,／’"&的解析表示&
若以布儒斯特角入射并以最小偏向角传播，利
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用!"#!$%!，有
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（$$）式即为布儒斯特棱镜在最小偏向角情况下二阶

色散&’"／&"’的解析表示’将（$$）式与文献［+］的

结果比较可知，它们的结果相一致’
本文也用类似的方法计算了三阶色散，!’对折

射率!的三阶导数很复杂，本文的计算结果为（较

详细的推导过程见附录）
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若光线以最小偏向角传播，入射角为布儒斯特角，
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将（(），（1）和（$’）式代入（’）式，即可得任意角入射

时&+"／&"+的一个最一般的表示式’
若光线以最小偏向角传播，但入射角不一定为

布儒斯特角，将（/），（,）和（$+）式代入（’）式，可得
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（$/）式即为光线以最小偏向角传播，但入射角偏离

布儒斯特角情况下三阶色散&+"／&"+的解析表示’
若入射角为布儒斯特角，有
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（$0）式即为布儒斯特棱镜在最小偏向角情况下三阶

色散&+"／&"+ 的解析表示’将上式的结果同文献

［(］中文献［$0］所给出的&+"／&"’公式及文献［/］

中（’(）式所给出的&+"／&"+公式相比较，我们认为

文献［(］中&+"／&"+表示式中$)*##
&!
&（ ）"

+
项中三、

四、五项不妥’文献［/］中&+"／&"+表示式中二、三、

四项不妥’

+ 计算结果

图’和图+分别示出以上解析表达式给出的棱

镜对二阶、三阶色散&’"／&"’，&+"／&"+随入射角的

变化曲线’由&’"／&"’和&+"／&"+的表示式可知，$
可从公式中提出’图中所给出的均为单位长度的

&’"／&"’和&+"／&"+值’在图’和图+中，棱镜顶角

的选取使该棱镜在,22#3处为布儒斯特棱镜’图中

为运转波长,22#3时的曲线’由图’和图+可知，

当入射角小于布儒斯特角时，二阶色散的绝对值以

及三阶色散的值有明显的增加，当入射角大于布儒

斯特角时，二阶色散的绝对值以及三阶色散的值随

入射角的变化较小’总体而言，4*5’和671的二阶、

三阶 色 散 随 入 射 角 的 变 化 较 小，而8’，48$2和

48$$的二阶、三阶色散随入射角的变化较明显’
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图! 二阶色散"!!／"!!随入射角的变化 !为布儒斯特角

图# 三阶色散"#!／"!#随入射角的变化 图注同图!

图$ 二阶色散"!!／"!!随波长的变化 图注同图!

图$和图%分别示出对设计波长为&’’()处

的布儒斯特棱镜，当入射波长偏离&’’()，由（*’），

（*+）式给出的棱镜对在最小偏向角情况下二阶、三

阶色散"!!／"!!，"#!／"!#随波长的变化曲线"由图

$和图%可知，,-.!和/01的二阶、三阶色散随波

长的变化幅度较小，曲线比较平缓，特别是长波长区

域；而2!，,2*’和,2**的二阶、三阶色散随波长的

变化较大，特别是短波长区域"在长波长区域变化幅

度相对较小"尤其是三阶色散，在长波长区域几乎重

合为一条直线"
图+和图1分别示出入射波长&’’()处，棱镜

对在最小偏向角情况下，二阶、三阶色散"!!／"!!，

"#!／"!#随棱镜顶角的变化曲线"由图+和图1可

知，当棱镜顶角小于布儒斯特棱镜对应的顶角时，二

阶、三阶色散变化较小，当棱镜顶角大于布儒斯特棱

镜对应的顶角时，二阶色散的绝对值以及三阶色散

的值随 顶 角 增 加 而 明 显 变 大"相 对 而 言，,-.! 和

/01的曲线比较平缓，而2!，,2*’和,2**的变化

幅度较大"

图% 三阶色散"#!／"!#随波长的变化 图注同图!

图+ 二阶色散"!!／"!!随棱镜顶角的变化 图注同图!
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以上计算均未考虑棱镜插入量!当棱镜有一定

的插入深度时，其光路图如图!所示，由图!可知，

图" 三阶色散#$"／#!$随棱镜顶角的变化 图注同图%

图! 棱镜对有插入量时的光路图

这时对色散有贡献的光程应为

"#%$&’(（"%!#）! （)"）

若令&’*$为棱镜插入量，由图可知

(+,!##(’$ #&’(+,#)$ #!(+,#)$ !（)!）

由!*+&可知

"%%%%"／%%#)#"，

#)#"／%,",%%， （)-）

因为

#"
#"
#,%$(+,（"%!#），

#%"
#"%

#,%$&’(（"%!#），

#$"
#"$

#%$(+,（"%!#）， （%.）

利用（%.）式和（)!），（)-）式，即可求出在棱镜有一定

插入深度时的二阶、三阶色散!
图-和图).示出!..,/处石英材料的布儒斯

特棱镜二阶、三阶色散随插入量的变化曲线，由图-
和图).可知，二阶、三阶色散随插入量呈线性变化，

这一结果从上面的公式中可以看出，当棱镜有一定

插入深度时，所改变的仅仅是"的值，此时只将"
变为"-即可!"-*"0!#!因为#"-／#$*#!#／#$，

当!#很小时，(+,!#!!#，则#!#／#$!#（(+,!#）／

#$*(+,#)／$*(+,（"／%1"1%%）／$*常数，与插入

量无关!由图-和图).可知，二阶色散的绝对值以

及三阶色散的值随插入深度增大而减小!

图- 二阶色散#%"／#!%随插入量$的变化 图注同图%

图). 三阶色散#$"／#!$随插入量$的变化 图注同图%

由以上计算可知，在某些情况下，可以利用改变

入射角或棱镜顶角来增加四棱镜组的二阶负色散，

以减小棱镜之间的间距，或改变三阶色散量，以获得

所需要的三阶色散值!当然这时应考虑偏离布儒斯

特角将增加插入损耗!尤其在腔内使用时更应注意!
一般地，当偏离布儒斯特角较小时，插入损耗变化不

大!当偏离较大时，为了减小插入损耗，应在棱镜表

面镀增透膜!此外，在宽调谐激光器中，如飞秒激光

参量振荡器，应考虑工作波长的改变对四棱镜组或

棱镜对二阶、三阶色散的影响!
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附录 !!对折射率!的三阶导数

由（!）式可知，要想求出四棱镜系统的三阶色散的解析表示，必

须知道"
#!!
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的表示式"将（$）式对!求偏导，有
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&!!%&’!"（$(）（!!$%&’!!(）$!（!!）

·｛($［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］!｝$#／!

%［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］

&!!%&’!"（!!$%&’!!(）$(［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］

% ""!
｛($［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］!｝$#／!

&!!%&’!"（!!$%&’!!(）$(｛($［%&’"（!!$%&’!!(）(／!

$%&’!()*%"］!｝$#／!% ""!
［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］，

（+(）

因为

"
"!

［%&’"（!!$%&’!!(）$(／!$!!%&’"（!!$%&’!!(）$#／!］

#（$#!）%&’"（!!$%&’!!(）$#／!&#!#%&’"（!!$%&’!!(）$,／!，

（+!）

"
"!

｛($［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］!｝$(／!

#!｛($［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］!｝$#／!

·［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］%&’"（!!$%&’!!(）$(／!，

（+#）

"
"!

｛($［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］!｝$#／!

##!｛($［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］!｝$,／!

·［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］%&’"（!!$%&’!!(）$(／!，

（+-）

"
"!

［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］

#!%&’"（!!$%&’!!(）$(／!， （+,）

将（+!），（+#），（+-），（+,）式代入（+(）式，有

"#!!
"!# #

［$#!%&’"（!!$%&’!!(）$#／!&#!#%&’"（!!$%&’!!(）$,／!］

·｛($［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］!｝$(／!

&#!%&’!"（!!$%&’!!(）$(｛($［%&’"（!!$%&’!!(）(／!

$%&’!()*%"］!｝$#／!［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］

$#!#%&’!"（!!$%&’!!(）$!｛($［%&’"（!!$%&’!!(）(／!

$%&’!()*%"］!｝$#／!［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］

&#!#%&’#"（!!$%&’!!(）$#／!［%&’"（!!$%&’!!(）(／!

$%&’!()*%"］!｛($［%&’"（!!$%&’!!(）(／!

$%&’!()*%"］!｝$,／!&!#%&’#"（!!$%&’!!(）$#／!

·｛($［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］!｝$#／!" （+.）

（+.）式即为（(!）式"
若光线以最小偏向角传播，由%&’!(/!%&’（"／!），可得

（!!$%&’!!(）(／!#!)*%（"／!）， （+$）

｛($［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］!｝(／!#)*%!(，

（+0）

［%&’"（!!$%&’!!(）(／!$%&’!()*%"］#%&’!(" （+1）

将（+$），（+0），（+1）式代入（+.）式，有

"#!!
"!# #

.
!#

(
23’!(

(
%&’!!(

$(!!#23’!(&
!-
!#23’

,!(&
0
!#23’

#!("

（+(4）

（+(4）式即为（(#）式"

［(］ 567689’:，;6<6=>?2’@?，A6B329%)C@D’()*"，+,("-’(("，!!
（(11$），(4416

［!］ +6E3F29%D3，G6H@&，B6I6J%C@’&)C’&D*K’()*"，.,,*"/012"，

"#$（(11$），($,6
［#］ L6M6;*?D，N6O6B3?2&’@P，86J6Q*?"*’，+,("-’(("，%（(10-），

(,46
［-］ E6O6M@R*SS，T6J656E3?2U，+,("-’(("，&’（(11#）,$6
［,］ 王兴 龙、肖 绪 辉、乔 金 元 等，中 国 激 光，(!&（(11-），.!-

［H3’:<&’:VF*’:，<&3*<9VC9&，W&3*8&’VU93’’()*"，304!"5"
-)2’62，(!&（(11-），.!-（&’TC&’@%@）］6

［.］ Q6T@?9FF*，B6A&%*F&，I6I23:&?3’()*"，+,("-’(("，!)（(110），

(!0#6

#$-#期 章若冰等：非布儒斯特角情况下四棱镜组二阶、三阶色散的解析表示



!"!#$%&’!#()*+(,,&-",-.,(’-"/0!"/%1&+/0-+/(+
/&,*(+,&-".-+.-2+0*+&,3,(42("’(2,(/!%
-%1(+%1!"5+(6,%(+’,!"7#(-.&"’&/("’(!

!"#$%&’()*+$% ,#$%-($%).+$% /’$0+$%)"’# 1#$%.+$%)2’3
（!"#$%&%’#($)*’+),$(-.#*$)/’*%)’%.)01%’2)$&$345.6$(.#$(4，72*)%8%9*)8#(4$,:0;’.#*$).)07$&&%3%$,<(%’*8*$)+)8#(;-%)#8.)0

!"#$%&%’#($)*’8:)3*)%%(*)3，1*.)=*)>)*?%(8*#4，1*.)=*) 455567）

!"#$%/"’)8’+ 13$%’().+$%
（72*).@’.0%-4$,:)3*)%%(*)3<248*’8，72%)30; 9:5554）

（&;<;=>;?7#@A=B:CCC；A;>=D;?EFGHD<A=@IA;<;=>;?76#HJHDI:CCC）

#*/K&#LK
KM=D@F@;A@A;D;GIDFGFBNI=<FB;O@A;DD=PGDPQD;<PG?)FG?IM=A?)PA?;A?=D@;AD=PGDPQQPHA)@A=DED;RH;G<;HD;?FIPIM;A

IMFG*A;SDI;A’DFGJB;PQ=G<=?;G<;TKM;>FA=FI=PGDPQD;<PG?)FG?IM=A?)PA?;A?=D@;AD=PGDPGQPHA)@A=DED;RH;G<;S=IM=G)
<=?;G<;)FGJB;，SF>;B;GJIMFG?@A=DED’F@;O;DFA;<FB<HBFI;?T

*!’’：U7V5；U7V51

!,APW;<IDH@@PAI;?XNIM;$FI=PGFB“LB=EX=GJ”,APJAFE=GIM;“CIMY)2;FA,BFG”PQLM=GFFG?IM;/<=;G<;ZPHG?FI=PGPQLM=GF#<F?;ENPQ3GJ=)

G;;A=GJ,MND=<DPQLM=GF（%AFGI$PT3CC659）T
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