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� � 在 van Hove奇异性背景下, 从 Bardeen�G ooper�Schrieffer 超导理论和二维紧束缚能带结构出发, 推导了各向异

性的 d波序参量方程和 d波的电子比热公式,并研究了在临界温度 T c处的电子比热跃变和低温下电子比热的温

度行为及掺杂关系.得出了考虑到 v an Hove奇异性可以提高 T c处的比热跃变以及 d 波低温电子比热与温度的平

方成线性关系的结论.
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1 � 引 言

目前,虽然高温超导的机理还不十分清晰,但态

密度中存在 van Hove 奇异性( VHS)和超导对的 d

波对称性已被许多实验和理论证实, 并被用来解释

氧化物超导体的高转变温度以及正常态和超导态的

反常特性.高温氧化物超导体中的 van Hove奇异性

来源于其结构上的准二维特性.高角分辨率光电子

能谱实验提出在最佳掺杂下, 二氧化铜平面能带结

构在费密面附近存在一个扁平区域, 表明电子态密

度在能量奇点上存在发散性( van Hove奇异性) [ 1] .

在理论上不论是用数值模拟二维反铁磁背景下的空

穴运动
[ 2]

, 还是用能带结构推导电子态密度公

式[ 3, 4] ,都证实了 van Hove奇异性的存在.本工作是

在 v an H ove奇异性背景下, 计算 d波超导体电子比

热的跃变和温度行为,并与实验进行对比.

对高温超导体进行比热测量的最初动机是证明

它具有大块超导电性. 现在从大多数的铜氧化物超

导体的实验中都观察到了在转变温度处的比热跃

变,高温超导体具有大块超导电性得到了证实. 1992

年, Tsuei等人[ 5] 分析了高质量的 YBa2Cu3O7- y ( 0

< y < 0�43)多晶样品的比热跃变 �C / T c与氧空穴

浓度 y 的函数关系, 获得了在优化掺杂条件下的

v an H ove奇异性峰值发生在费密面附近的热力学

证据. 根据在 Bardeen�Cooper�Schrieffer ( BCS)理论

框架下 �C / T c 正比于态密度的热力学平均值

< N ( �)> k
B
T , < N ( �)> k

B
T = �N (  ) (- !f / ! )d ,

式中�为费密能相对态密度峰值能量奇异点的偏

移量, f 为费密分布函数. 由此可知, 假如态密度是

与能量无关的常数,则< N ( �) > k
B
T和 �C / T c也将

为常数.假如态密度中具有发散峰, < N ( �)> k
B
T和

�C / T c的值取决于态密度中的峰值与费密能处

( - !f / ! )峰值的交叠程度. 文献[ 5]根据在铜氧化

物超导体实验中观察到的 �C / T c极大值发生在 T c

极大值处,并随着 T c减小而迅速地降低,证实了在

优化掺杂时费密能附近的态密度具有 van Hove 奇

异性.

除了对 T c 附近比热跃变的研究, 比热的温度

关系也 是研 究高 温超 导电 性的 重要 手 段.

最近 Ido[ 6]分析了在非常低的温度下电子比热与温

度的关系, 用以研究电子能隙. 他们 发现在

La2- x Sr xCuO4( 0�16< x < 0�2)中电子比热在 T  

T c时与温度的平方成正比. 当 0�3%  0�5%的 Zn

取代 Cu后,电子比热与温度的平方关系将消失, 由

T 与T
3之和取代. 从这个实验中可以看出在干净

高温超导体的电子带隙中存在节点,由此给出了高

温超导体是 d波超导体的令人信服的实验证据. 同

样低温下 YBa2Cu3O7- �单晶
[ 7]的电子比热实验测

量也与 d波带隙理论相一致.

本工作是在 van H ove 奇异性背景下研究 d 波

超导体电子比热的温度行为,并与实验进行对比.从

最近邻格点吸引互作用势出发推导了空间各向异性

第 49卷 第 3期 2000年 3月

1000�3290/ 2000/ 49( 03) / 0548�05
物 � 理 � 学 � 报

A CT A PHY SICA SI NICA

Vol. 49, N o. 3, M arch, 2000

� 2000 Chin. P hys. Soc.



的 d波序参量方程和 d波的电子比热公式, 用 d波

v an H ove奇异性的态密度公式计算临界点的比热

跃变和低温下比热与温度和掺杂的关系. 并与 s波

的结果进行了对比. 得到了 d 波低温电子比热与温

度的平方成线性关系的结论, 能与实验很好地符合.

2 � 各向异性超导序参量方程

根据格林函数理论, 定义各向异性超导序参量

的表达式为

�+ ( x - y ) = v ( x - y )
1
∀ !

n

F
+
( x - y , #n ) ,

(1)

式中 x - y 为电子相对位置, F
+
( x - y , #n )为反常

格林函数, #n 为温度区间上的频率, ∀为温度的倒

数, v ( x - y )为弱耦合超导理论下的电子对互作用

势.考虑电子互作用包括同格点上的排斥势 v 0 与

最近邻格点上的吸引势 v 1,作傅里叶变换, 其在动

量空间的表达式为

v ( k - k∀) = - v 0+ v 1[ cos( kx - k∀x )

+ cos( ky - k∀y ) ] . (2)

将 v ( k- k∀)进行三角函数展开, 并考虑在小动量

情况下进行化简,得

v ( k - k∀) = (- v 0+ 2v 1) +
v 1

2
( cosk x

- cosky ) ( cosk∀x - cosk∀y )

+ v 1( sinkxsink∀x + sinkysink∀y ) , (3)

式中等号右边第一项为常数项,当 2v 1> v 0 时为吸

引互作用形式, 称为 s波,第二项为 d波, 第三项为 p

波.如果仅考虑 dx
2
- y

2波互作用形式, 令 v d= v 1/ 2,

则有

v ( k - k∀) = v d∃k∃k∀, (4)

式中 ∃k= coskx- cosky .

在BCS 理论中, 格林函数 G 和反常格林函数

F
+ 满足运动方程:

( i#n - %k) G ( k , #n ) + �( k) F+ ( k, #n ) = 1,

(- i #n - %k) F
+
( k, #n ) - �+ ( k) G ( k, #n ) = 0,

(5)

式中 %k= E- &为以费密能为零点的单粒子能量.

值得注意的是以上互作用势 v ( k - k∀)和序参量

�( k)都是动量的函数,它比 s波态下的常数值更具

有普遍意义.解方程组(5) ,得到反常格林函数值:

F
+
( k, #n ) =

�
+
( k)

#2
n + W

2
k
, (6)

式中 Wk= %2
k+ | �( k) | 2为准粒子激发谱. 把( 6)

式代入动量空间的序参量方程,得

�+ ( k) = !
k∀
v ( k - k∀) �( k∀)

2Wk∀
tanh

∀Wk∀

2
, (7)

式中当 v ( k - k∀)和 �( k )为常数值时即为各向同

性的 s波序参量方程.定义 dx 2
- y

2波超导序参量为

�( k) = �d( coskx - cosky) , (8)

式中 �d为一温度的函数, 将序参量以及 dx 2
- y

2波互

作用势表达式(4)代入( 7)式, 得到 dx
2
- y

2波序参量

方程为

1 = v d !
k

∃2
k

2W k
tanh

∀W k

2
.

3 � 态密度中的 van Hove奇异性

以下推导 dx 2
- y

2波有效态密度公式. 考虑在紧

束缚近似下二维正方晶格中电子能带的色散关系为

Ek = - 2t ( coskx + cosky - 2∋coskxcosky) , (9)

式中 t为电子在最近邻格点上跃迁交叠积分, 它决

定能带的宽度. ∋为次近邻格点上交叠积分与 t / 2

之比.考虑到电子在二维平面上运动, 其能量状态要

受到以上紧束缚能带结构的限制, 表示为 �( E -

Ek) .定义 d波对有效态密度为

N eff ( E ) =
1

(2�
(

0�
(

0
dkx dky∃

2
k�( E - Ek) , ( 10)

将(9)式中 Ek 代入( 10)式, 作变换 u = coskx , v =

cosky ,并用 �函数关系对u 积分,得

N eff( ) = N0�
b

c

dvD2
( v ,  )

a- v b- v v - c v - d
,

(11)

式中 N 0=
1

2 t(2 1- ∋2
, 参数 a, b, c, d 都为无量

纲能量 = E / 2 t的函数,并在不同的能量区间有不

同的表达式:

a =
1-  
1 + ∋

, � b = 1, � c = -
1 +  
1- ∋

,

d = - 1 � � - 2+ ∋<  < - ∋,

a = 1, � b =
1 -  
1 + ∋

, � c = - 1,

d = -
1 +  
1- ∋

, � � - ∋<  < 2 + ∋.

上式与我们在过去工作中得到的具有 van Hove 奇

异性的 s 波态密度公式相比具有相似的被积函

数[ 4]
, 仅在分子上多了一项由 ∃2

k 变换而得到的因
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子D
2
(  , v ) ,它是能量  与变量 v 的函数, D (  , v )

= (  + 2v - ∋v 2
) / ( 1- ∋v ) .

图 1示出 d波有效态密度曲线(实线) , 作为比

较, s波的态密度曲线用虚线表示. 计算中所选用的

参数值与文献[ 4]相同,为 t= 0�46 eV , #D= kB T c0,

T c0= 400 K, N 0 v s= 0�056, ∋= 0�35.由图 1可以看

出, d波有效态密度与 s波有相似的发散性, 能量发

散点都在 E = - 2t∋上, d 波有效态密度曲线既高

且窄,更集中在能量发散点上.

图 1 � d波(    )与 s波( ##)的态密度

4 � d波超导体的比热公式

在固体理论中,超导态电子比热定义为 C s( T )

= - T
!2 )s

! T
2 , )s 为超导态电子的热力势函数, 它与

正常态电子的热力势之差为

)s - )n = �
1

0

d∗
∗

∃∗H%∗, (12)

式中 ∗为参变量, ∗H 为超导体中电子对有效吸引

互作用哈密顿量,与方向有关的电子对互作用势可

表示为

H = - �dx 1dx 2 +̂
+
,( x 1) +̂

+
∀ ( x 2) v ( x 1

- x 2) +̂∀( x 2) +̂,( x 1) , (13)

式中 v ( x 1 - x 2)与空间角度有关. 将( 13)式代入

< ∗H > ,得

< ∗H >
V

= - �dr �+ ( r ) F ( r ) , (14)

式中 r= x 1- x 2.作傅里叶展开,并代入 d波形式的

�( k)和 F ( k, !#n)的表达式, 注意到 v d 即为可调参

数 ∗, 并将序参量方程代入(14)式, 即得

)s - )n

V
= �

v
d

0
d

1
v d

�2
d. ( 15)

对( 15)式进行分部积分, 经过计算得到超导热力势

表达式为

)s

V
=

�2
d

v d
+ !

k

( %k - Wk) + 2k BT !
k

ln(1- f W
k
) ,

( 16)

式中 f W
k
为准粒子激发能 Wk 的费密分布函数, 在 d

波情形下, W
2
k= %2

k+ �2
d ∃

2
k . (16)式等号两边对温度

求两次导数, 得到比热公式为

Cs = 2k B∀!
k

-
!f W

k

!W
W

2
k +

∀
2
!
!∀

�( k)
2
.

( 17)

从(17)式可以看出 Cs 包括两项, 第二项是由于超

导态能隙的变化而产生的, 第一项中在准粒子激发

谱 W k 中也包括能隙项, 但当 T &T c 时, Wk 中的

�d= 0,即是正常态的电子比热, 定义正常态电子比

热公式为

Cn( T ) = 2kB∀!
k

-
!f %
!%

%2
, ( 18)

式中 %k= E- &, &为化学势, 将 �( k )的表达式代

入, 并经过计算化简,得到 d波超导态比热公式为

C s =
1
2
k B∀

2 !
k

W
2
k sech

∀W k

2

2

+
1
4
kB∀

3 !
k

∃2
k sech

∀Wk

2

2
X ( ∃

2
k )

Y( ∃4
k)
, ( 19)

式中

X ( ∃
2
k) = !

k

sech
∀W k

2

2

∃
2
k ,

Y ( ∃
4
k ) = !

k

∃4
k

W
3
k

tanh
∀Wk

2
-

Wk

2
∀ sech

∀Wk

2

2

.

在上式和 d 波态密度公式中, 可以看出, 当 ∃k = 1

时, 即为 s波超导体比热公式和态密度公式.在比热

公式(19)中所有动量积分化为能量积分时采用具有

van Hove奇异性的 d波有效态密度公式进行计算,

能量积分区间为整个能带区域, 但注意积分公式

X ( ∃2
k )和 Y( ∃4

k)是由能隙方程对温度求导得到的,

能量积分区间在费密面附近 2#D 区域, #D 为声子

频率.同时在上式中对动量积分化为能量积分时, ∃k

项的幂次决定了被积函数中分子项 D (  , #n )的幂

次. 定义 �C( T )= Cs ( T ) - C n( T ) . 若在转变温度

T c处( �d= 0) , (19)式中等号右边第二项即是超导

体在相变温度处的比热跃变 �C( T c) .
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5 � 计算结果与分析

由 d波有效态密度公式和比热公式数值计算了

超导态比热 C s( T )和正常态比热 C n( T )以及它们

与温度和掺杂的变化关系. 计算中所选用的参数值

为 t = 0�46 eV , #D = k BT c0, T c0 = 400 K , N 0 v s =

0�056, ∋= 0�35. 由态密度计算公式得到能带宽度

从- 2+ ∋到 2+ ∋,态密度发散点在能量值  = - ∋

处(  , ∋能量单位为 2t ) . 假如费密面  F 取在 van

Hove发散峰处表示最佳掺杂( �= 0) ,欠掺杂和过掺

杂则由费密面偏离- ∋值决定( �=  F + ∋) . 取 d波

互作用参数 v d/ v s= 0�5,则由 T c公式计算得到的 s

波 d波临界温度分别为 T c= 41 K和 T c= 78 K .

图 2示出 d波与 s波的 C s( T ) / T 与T 的关系

曲线.发现在极低温区 d波的电子比热与 T
2 成线

性关系,而 s波呈指数增加.这是因为 d波带隙中存

在节点,低温下容易激发所造成的.这个结论与文献

[ 6]中实验结果相一致.

� 图 2 � d波(    )与 s波( ������)的 C s( T ) / T 与T 的关

� 系曲线

图 3示出不同掺杂情况下超导电子比热 Cs 与

T
2
的关系曲线(实线) .与文献[ 6]中 La2- x Srx CuO4

的实验曲线(圆点线)进行对比,可以看出在优化掺

杂点附近 d 波超导电子比热与温度平方成线性关

系,与实验曲线定性一致.

图4示出比热跃变与相变温度处的正常态比

热之比 �C ( T ) / C n( T c)与温度的关系曲线. 从图 4

曲线可以看出, 在相变点处, s 波的比热跃变比

�C ( T c) / Cn( T c) ∋2�09, d 波 的 比 热 跃 变 比

�C ( T c) / Cn( T c) ∋1�81, 比 s 波的结果略小一些.

由此可见, 考虑态密度中的 van Hove 奇异性, 计算

临界点的比热跃变值比 BCS 的理论值高,而电子对

势的各向异性则倾向于减小比热跃变值. 从图 4 还

图 3 � 超导电子比热 C s与 T 2 的关系曲线 � 实线从上至下: �

= 0�115, 0�092, 0�078, 0�069, v d/ v s = 0�65;圆点线从上至

下: x = 0�22, 0�20, 018

图 4� �C ( T ) / C n( T c )与 T 的关系曲线 �    为 d波,

������为 s波

可以看出,在低温下超导态与正常态电子比热差值

在某一温度处要改变符号,由负值变为正值.这是因

为在某一温度以下正常态电子容易激发, 它的比热

比超导态电子比热大一些. 在三维 BCS 理论中

�C ( T ) = 0发生在温度 0�55T c处, 从本文的计算

中可以看出, 对于 s 波 �C ( T )= 0发生在 0�49T c

处,而 d波在 0�47T c 处. 这个结果与文献 [ 7]的报

道相似, 但比在三维 BCS理论值要低.

图 5示出相变点处 �C ( T c) / Cn( T c ) , Cn( T c ) /

T c和 �C ( T c) / T c随掺杂 �变化的曲线. �为费密
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图 5 � �C( T c) / C n( T c) (实线和左边坐标) , Cn( T c) / T c(点

线和右边坐标)和�C ( T c) / T c(虚线和右边坐标 )随掺杂 �

变化的曲线

面相对于 van Hove奇异点的偏移量. 可以看到,与 s

波情况相似,比热跃变在 �= 0即优化掺杂时有一

个极大峰值, 随掺杂 �值增大, T c减小, �C( T c ) /

Cn( T c )和 �C( T c ) / T c也将迅速减小.然而在 �= 0

处, 正常态比热 Cn( T c) / T c有一个微弱的低凹.
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ELECTRONIC SPECIFIC HEAT IN HIGH�T c SUPERCONDUCTORS
�
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( Depar tment of Physics, S outheast University , Nanj ing � 210096)
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ABSTRACT

Although the mechanism of high�T c oxide superconductors is not clear until now, the densit y of st ates ( DOS) of

quasiparticle contains van Hove singularit y ( VHS) and the symmet ry of d�wave pairing are proved by many experiment s.

In this paper, by using the equation of anisotropic order parameter and the formula of DOS from two�dimensional t ight�
binding band st ructure under the model of VHS, we study the specific heat jump at T c and the t emperature behaviors of

electronic specific heat at low t emperatures. We came to two conclusions. One is t hat the electronic specific heat exhibit s

a square�t emperature dependence at very low temperature, the other is that the specific heat jump is enhanced by consid�
ering VHS at T c.
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