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用数值方法在非线性周期介质中研究参量和频过程’频率处于周期介质布拉格频率附近的入射信号光，将不

会像在线性周期介质中那样被完全反射’当信号光和抽运光强度相近时，它们与和频光通过非线性相互作用下，将

会形成周期性脉冲流，共振地以高透射率穿过非线性周期介质’在一定条件下，系统会丧失这种周期性而走向混

沌’

!"##：(!)#

% 引 言

非线性和周期性这两种物理领域中最基本特性

的结合给包括光学在内的诸多领域的研究带来了丰

富和有趣的课题［%，!］’带间孤子（*+,-./01.2）便是这

种结合的最典型产物之一［"］’自%&34年在光学领域

被首次发现以来［(］，带间孤子引起了包括来自粒子

物理［)］，原子物理［$，4］，凝聚态物理［3—%#］，电子工

程［%%］等领域研究人员的注意’它的概念很快扩散到

了物理学的很多分支’
在光学领域中，带间孤子的发现和早期研究都

是基于5677即三阶非线性效应［"，%!］’由于三阶非线

性效应很微弱，这种5677带间孤子无论从理论的实

验验证［%"，%(］，还是对带间孤子的未来应用都是很不

理想的’人们很快就在理论上找到了参量带间孤

子，即基于二阶非线性的带间孤子［%)，%$］’由于二阶

非线性效应比5677效应显著得多，并且在实验控制

上有较大自由度，人们普遍认为参量带间孤子在带

间孤子的实验验证和最终实际应用方面是很有前途

的［%$］’
尽管如此，目前对参量孤子的研究还仅限于理

论分析’绝大部分研究集中在对参量过程的简并情

况即二次谐波产生过程’这主要是由于一般参量过

程涉及的分波太多，在理论上很难得出解析结果，而

二次谐波产生过程有较少的参量和很好的内禀对称

性和可积性’但二次谐波产生过程的输入或控制量

是一元的（只有基波），这限制了输出的自由度，局限

了我们了解更一般的参量过程中可能存在的新现

象’
因而，我们有必要在一般参量过程中研究非线

性与周期性之间的合作可能导致的非平凡光学现

象’为此，我们从8+9:6//方程组出发，推导了单禁

带参量过程的基本方程组，讨论了两种极限情况；对

基本方程组进行了数值模拟，并分析讨论了我们发

现的周期脉冲流输出；对结果进行了简单的讨论’

! 理论模型

$%& 基本方程

我们考虑一维（沿!轴方向）的周期性参量光

学介质"介质的线性折射率随!而呈周期性变化，
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进一步，我们设定
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其中!!，!%，!(分别是以频率"!，"%，"(在介质中传

播的电磁波分量；"&! 是信息波在周期结构中形成

的反射波的慢变振幅；"*!，"%，"(分别是入射的信

息波、抽运波和由它们相互作用形成和频波的慢变

振幅；!!，!%，!(是相应于信息波、抽运波、和频波的

非线性极化强度(特别重要地，为了简化讨论，在这

里假设信息波落入周期结构的光学禁带中央即’!
+%$’，并假定如下条件得到满足：

"(!"!#"%，’(!’!#’%( （!,）

分别把（$）—（!)）式代入（-）式，利用慢变振幅近似

和相位匹配条件（!,）式，我们得到
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其中)!，)%，)(是相应电磁波在介质中传播的群速，
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是非线性系数(
这个方程组的物理意义是很明显的("*! 通过

周期结构引起的耦合系数%与"&! 相互作用，"*! ，

"%，"(通过二阶非线性系数#进行三波相互作用(

因为"*! 与"%，"(位相匹配，从而"&! 与"%，"(位

相失配（"*! 和"&! 传播方向相反），"&! 与"%，"(之

间几乎没有直接耦合(当%"’时，这个方程组蜕化

成描述一般三波参量过程的方程组，当#"’时，它

又蜕化成描述线性布拉格反射镜的方程组(

!"! 线性极限

首先令#"’，（!.）—（!$）式化成
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设"0!+!0!"#
（+$&’%），将其代入（%)），（%,）式(由系

数行列式为’可得
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即
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当’／)!$%时+ 是实数，周期介质中容许行波的

传播(当’／)!%%时，+ 是虚数，该解是衰逝波，电

磁场振幅随入射深度指数递减，渗透深度为

-!!／+ ! !
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特别地，当’／)!+’时，-’+!／%(
因此，当入射光的频率’／)!&｛&%，%｝时，入

射光将被全反射(故线性周期光介质又被称布拉格

反射镜，而"!&%到"!*%的频段便被称为（光）禁

带，而且禁带宽度"+%%，与禁带中心的渗透深度

-’+!／%成反比(

!"# 均匀介质极限
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这是描述一般的三波参量过程的方程组，它有

孤子解
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& 数值分析

!"# 基本方法

从整体来看，基本方程与无论是支持7188带

间孤子还是支持二次谐波过程中参量孤子的非线性

耦合模方程组相比都有着低得多的对称性，因此其

可积性很低，直接进行解析求解十分困难)而数值

方法能使我们绕过解析方法的局限来观察基本方程

隐含的奇异性)作为对这个方程组研究的开端，我们

在这里主要讨论在这个系统中观察到的周期脉冲流

及其定性的规律)
基本方程（$/）—（$6）是一个四元二维一阶非线

性方程组，用有限元方法对其进行了数值模拟)四个

一阶的边界条件分别为（%$(）

%*$（%，(）"+$""9#’5， （(%）

%!（%，(）"+!""9#’5， （($）

%$$（,，(）"%， （(!）
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初始条件为

%*$（’，%）"%（%$’$,）， （((）
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并且不失一般性地，我们令,)4，-$)-!)-&)
!)

!"$ 线性极限

我们首先来观察系统在线性极限下的行为)令

"$)"!)"&)%，$)%)$，这时介质中只存在入射波

和反射波)由于$，即两波的耦合系数很小，如图$
所示（横轴(代表时间，纵轴.$代表入射波的透射

率），得到%:$ 的透射系数.$接近%;/)

图$ $)%)$，")%（线性极限），.$与(关系

图! $)%)&，")%).，+)$，.$与(关系

当$增加至%)&时，.$呈指数减小至%;%&/)两
波的强耦合导致入射波被强烈反射)当$)%;.时，

入射波与反射波已发生极强耦合，.$继续下降为

%;%%$.)入射波可看成是被完全反射)
这里注意，.$与入射光的强弱无关，只与$,的

大小有关)
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图! !"#!!，""#$%，""&，#&与$关系 图’ !"#!!，""&!’，""&，#&与$关系

!"! 非线性介质中的周期脉冲

我们取定!"#$!，在介质中逐步加入非线性!
增加系统的非线性有两种方式!当非线性系数

不为#时，通过固定非线性系数逐步增加光强或固

定光强逐步增加非线性系数都可以达到目的!现固

定入射光强，令"&""("&，让非线性系数"&""(
""!在#$&—#$)间变化!我们发现，随着非线性系

数从#的增加到#$%左右，#&由零逐渐增大到#$!，

并且解从稳态过渡到了振荡态（见图(和图!）!
若继续增加非线性系数，系统的输出呈现周期

性!#&的平均值在非线性系数达到一定值时取极大

值，再继续增大非线性将使平均值下降!当""&$’
为左右时，周期解通过*+,-分岔走向混沌（见图

’）!
这一过程也完全可以通过增加光强来实现!我

们固定"&""(""!"#$(，从"&""("&开始增加

入射光强!如预料的一样，系统行为对光强依赖的敏

感性远大于对其非线性系数依赖的敏感性!当"&"
"(""."($//时，系统开始进入周期态（".代表进

入周期态的光强下阈值）!进一步当令"&""(""!
"#$’时，则".仅为&$’!很明显，随着非线性系数

的增加，".迅速减小!这暗示通过对非线性系数的

小范围增强，可以大大降低使系统进入周期态所需

的光强!值得注意的是，在通过增加非线性系数降低

周期态阈值的同时，从周期态进入混沌态的阈值也

大大降低!因此，利用增加非线性系数降低周期态阈

值存在一个上限!超过这个限度，周期态的存在极不

稳定，很容易跨越阈值，进入混沌区!
另一值得注意的现象是，数值计算的结果表明，

改变非线性可以改变系统进入周期态的阈值，但不

能改变系统周期!

!"# 耦合系数对周期态的影响

我们进一步考察耦合系数!与出现周期态的

光强阈值".及周期长短%间的关系!固定"&""(
""!"#$!，"&""("($(，在#$&—#$%之间变化!
值，发现周期%的变化如表&所示!

表&

!& 周期%
& #$& 0
( #!( &11
! #!! &!!
’ #!’ &&!
/ #!% )#
% #!1 %1

由表&，不难发现周期%随耦合系数!基本呈

指数递减!对此我们可作如下理解：入射波振幅随

!’增加而指数递减，因而入射波与反射波的相互作

用强度也随之呈指数递增!而脉冲流的周期反比于

入射波与反射波间的相互作用!所以其周期随耦合

系数的增加而指数递减!但值得注意的是，这个过程

并不能无限持续下去!当!增加到使非线性与周期

性相比可以忽略时，系统接近线性，周期态消失!
为了研究耦合系数与周期态阈值之间的关系，

我们选定："&""(""!"#$!，"&""("&$1#!当!
"#$!时，系统刚好处于稳态过渡到周期态间的临

界点!这时变动!值，观察系统是否过渡到稳态或

周期态!发现".对!的依赖不是线性的，即当!值

太大或太小时，".都要增加!这一点可以如下来理

解：系统进入周期态是介质的周期结构与非线性共

同作用达到平衡的结果!!较小时，只有较大的入射

波振幅才能引起反射波足够大的响应，使其对入射

波提供周期振荡所需的反馈!特别地，当!!#时，

相应地".!0 ，即在纯非线性极限下，系统内周期

/#1’期 李 翔等：参量过程中的带间脉冲流



振荡完全消失!另一方面当!较大时，非线性处于

劣势，系统类线性!因此激发周期态需要较大的入射

波强度以提高系统的非线性，来‘打通’周期结构的

光禁带!特别地，当!!!时，""同样趋于无穷大，

即在纯线性极限下入射波被完全反射，系统同样不

可能进入周期态!

!"# 信息波和抽运波的不对称性对周期态的影响

在以上数值计算和讨论中，我们均假设"#$
"%!实际上只要"#与"%具有相仿的量级，以上分

析和结论都是一样适用的!但当它们在量级上有明

显的差异时情况将有所不同!
若"#""%，系统内占主导地位的是信息波及

其反射波，抽运波和和频的分量很小，因此系统类线

性!为进入周期态，我们需要较高的入射波强度，因

此""值增加!若"%""#，系统内占主导地位的是

抽运波，信息波及其反射波与和频的分量很小，""
的值也比"#和"%为同一量级时高很多!

由于这种不对称性仅改变系统的非线性，因而如

前面讨论的一样，它对周期态的周期大小没有影响!
因此，我们在这里说明了在以上对系统周期态

讨论中选择"#$"%的必要性，即基于这一设定，我

们可以在相对较小的""中进行讨论!

& 结 论

本文作为一种尝试，试图建立在单禁带非线性

周期 结 构 中 一 般 参 量 过 程 的 理 论 模 型’我 们 从

()*+,--方程组出发第一次推出了这一系统的基本

方程，并通过引入极限情况，清楚地分析了该方程蕴

含的物理意义’
在这个方程的可积性由于其较低对称性而受到

怀疑的情况下，我们用数值方法直接对之进行求解’
在求解的过程中，我们在一定的参量空间内发现了

系统由稳态过渡到周期态从而进一步进入混沌态的

转变过程’
我们定性地讨论了参变量对周期态的阈值和周

期的影响，发现了非线性系数，入射波强度，耦合系

数及入射波的非对称性对阈值影响的基本趋势和耦

合系数与周期大小之间的指数关系’
这些结果是对基本方程的第一次初步认识’它

提示我们，单禁带非线性周期结构中一般参量过程

可以被用于制造某种脉冲发生器’根据上一部分的

讨论，这种脉冲发生器的周期应有很强的可调性’与
人们已在.,//非线性周期结构中发现的孤子脉冲

流相比，这里发现的脉冲流效应将由于它基于二阶

非线性效应而在实验和应用上更加显著和易于控

制’
值得注意的是，我们一开始便假设了入射信息

波的频率落在光禁带中央，而没有考虑其落在靠近

禁带边缘的情况’因此在后一种情况下，系统的可积

性还是未知的（而.,//带间孤子正是在这一参数空

间出现的）’可以预料，这方面的进一步工作将会很

有意义’
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