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研究了双波量子理论中守恒定律的数学形式，讨论了三维各向同性谐振子的守恒量及其经典极限’结果表明，
双波量子理论中的守恒定律适用于单个粒子，而通常量子力学中的守恒定律仅适用于统计系综’
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" 引 言

"%&)年，北京大学黄湘友教授首先采用一对波
函数描述微观粒子的运动状态［"］，随后又系统地提

出了双波函数量子理论［"—!］’近十几年来，这一理
论已成功地应用于自由粒子，束缚体系，自旋系统，

散射体系，电场和磁场中运动的带电粒子以及其他

量子力学和量子光学系统的研究［"—"+］，证明双波函

数所描述的是单个粒子，而通常量子力学中的一个

波函数所描述的是统计系综’在量子力学中，守恒量
是一个极其重要的概念，守恒定律有着极其广泛的

应用’本文用双波量子理论研究了量子力学中的守
恒定律，给出了双波量子理论中守恒定律的数学形

式，讨论了三维各向同性谐振子的守恒量及其经典

极限’结果表明，双波量子理论中的守恒定律适用于
单个粒子，而通常量子力学中的守恒定律仅适用于

统计系综’

+ 双波量子理论中守恒定律的数学形式

设描述单粒子体系状态的双波函数为!（!，!）
和"（!，!），其中!（!，!）为通常量子力学描述下的
状态波函数，"（!，!）为!（!，!）的伴随函数"根据
双波量子理论的基本假设［!］，!（!，!）和"（!，!）均
满足体系的,-./012345/方程，即有
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在双波函数!（!，!）和"（!，!）描述的状态下，体

系的力学量%在任一时刻!的实测值由下式给出，
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将（"）式代入（(）式，整理后，得到
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若%6不显含时间且与体系的哈密顿算符可对易
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则有
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即体系的力学量%的实测值不随时间变化"这就是
双波量子理论中的守恒定律"由于双波函数描述单
个粒子的运动状态，故双波量子理论中的守恒定律

适用于单个粒子"
可以证明，通常量子力学中的守恒定律可以作

为统计平均结果包含在双波量子理论中的守恒定律

之中"以一维定态问题为例，设描述微观粒子运动状
态的双波函数可表示为
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在（!），（"）式中，!!（"，#）为体系的定态波函
数，##为双波量子理论引入的实参数，体系的力学
量$在任一时刻#的实测值由下式给出，

!$（#）"%$%#&""$（"，#）$’!!（"，#）&（(）
定义体系的系综平均值
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将（!）—（(）式代入（-#）式，容易得到

$
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%#&"!$!（"，#）$’!!（"，#）， （--）
（-#），（--）式表明，通常量子力学中力学量的期望值
实际上是量子体系的系综平均值&
将（-#）式对#求导，并将（/）式代入，整理后得

到
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当$’不显含时间且与体系的哈密顿算符)’可对易
时，$
—
将不随时间变化，即

&$
—

&#%#
当!$
’
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，且［$’，)’］%#（ ）时 ，

（-0）
这正是通常量子力学中力学量的守恒定律［-0］&以上
讨论不仅适用于一维定态体系，也可以直接推广到

一般情形&
特别地，如果体系所处的状态$是力学量算符

$’的本征态，即

$’$!%%!$!& （-/）
根据（.）式和（--）式及波函数的归一化条件

$%#&&"$!!%#&&$$!$!%-， （-1）
容易得到
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这一结果表明，如果体系所处的状态$是力学

量算符$’的本征态，那么对力学量$来说，单粒子的
实测值和系综平均值一定相等，且都等于力学量算

符$’在态$中的本征值&

0 应用举例———三维各向同性谐振子
的守恒量

根据对称性分析，三维各向同性谐振子有九个

独立的守恒量［-0］：体系的能量+，角动量的三个分

量,"，,-，,.，一个二阶张量的五个独立分量/"-，
/-.，/."，/-，/#&

!"# 经典描述

为便于将双波函数描述的有关结果与经典描述

进行比较，现将三维各向同性谐振子的经典力学概

述如下&
在经典力学中，三维各向同性谐振子的哈密顿

量为
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其中’为谐振子的质量，(为谐振子振动的圆频
率&
由体系的哈密顿运动方程
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可解得
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体系的守恒量则表示为
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在（"#）—（’#）式中，##，’#，"#及"$!，"$"，"$’分别
为谐振子沿#，’，"轴振动的振幅和初位相*

!"# 单波描述［$!］

在量子力学中，三维各向同性谐振子的哈密顿

算符为
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求解体系的定态+$,-./0123-方程
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可得
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其中
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在（’’），（’4）式中，-!，-"，-’5#，!，"，’，⋯；

+-!（%#），+-"（%’），+-’（%"）为厄米多项式，.-!，

.-"，.-’为归一化因子：
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在（’4）式描述的状态中，体系力学量0的期望值为
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利用（’8）式，可求得三维各向同性谐振子各守
恒量的平均值为

,
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!"! 双波描述

根据双波量子理论，微观粒子的状态应由一对

波函数描述*三维各向同性谐振子的双波函数可由
（’4）式给出的$-!-"-’（#，’，"）来构造，即

&-!-"-’（#，’，"，$）!$-!-"-’（#，’，"）

·3%0" -!(（ ）!"（$%$!）( -"(（ ）!"（$%$"）( -’(（ ）!"（$%$’［ ］） ，
（4"）
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&-2!-2"-2’（#，’，"，$）* （4’）

其中$!，$"和$’为双波量子理论中引入的实参数*
在由（4"），（4’）式描述的状态中，体系任一力学量0
在时刻$的实测值由下式给出：
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利用（4"）—（44）式，可求得在双波描述下三维

各向同性谐振子各守恒量的实测值如下：
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·!"#!（!$"!%）， （&’）
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!#("&"!（’("’$）， （&$）

!#’"&"!（’((’$"$’%）) （&%）
由（)&）—（&%）式可以看出，三维各向同性谐振

子上述各力学量的单粒子实测值均与时间!无关，
即为单粒子守恒量)推广到一般情形，如果力学量*
是体系的守恒量，那么*不仅对相应微观粒子的均
匀系综是守恒的，而且对单个粒子也是守恒的)

) 讨论和结论

!"# 三维各向同性谐振子各守恒量双波描述的经
典极限

令’(，’$，’%$*，"$’，同时保持（%%）式所表
示的体系的能量为有限值)忽略谐振子的零点能，并
记

%#’&
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则由（)&）—（&%）式可得
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!-%"&+#’$#’$!#+,!（!%"!$）， （&-）
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!#("&"!（’("’$）， （-$）

!#’"&"!（’((’$"$’%）) （-%）
将（&&）—（-%）式与（$$）—（%’）式比较，很快发

现，在经典极限条件下，三维各向同性谐振子各守恒

量的双波描述结果与经典描述结果趋于一致)这种
一致性再次表明，双波描述和经典描述一样，都是对

单个谐振子运动规律的描述)

!"$ 单波描述与双波描述的比较

令%(1!!(，%$1!!$，%%1!!%，%(，%$，%%分别

为三维谐振子沿%，+，$轴振动的初位相)定义力学
量*的系综平均值

*
—

& (
（$!）%%
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将（)(）式代入（-(）式，得到
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*
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2$&&’(’$’%

·（%，+，$）*3&’(’$’%（%，+，$）) （-&）

显然，（-&）式与（%-）式完全一致)这一结果不是
偶然的巧合，而是双波量子理论基本假设的必然结

果)根据双波量子理论，（)$），（)%）式所表示的双波
函数描述单个谐振子，而单一波函数&’(’$’%（%，+，

$）所描述的是谐振子的均匀系综，单波描述中力学
量的期望值*

—
就是系综的统计平均值)根据这一关

系，可以更确切地理解三维各向同性谐振子各守恒

量的单波描述结果与双波描述结果之间的异同)比
较（%)）—（%/）式和（)$）—（&’）式，不难看出，由于波

函数&’(’$’%（%，+，$）是力学量算符.
3，#3(，#3’的

共同本征函数，单粒子力学量的实测值!,"，

!#("，!#’"均与谐振子的初位相%(，%$，%%无
关，故力学量的系综平均值与单粒子力学量的实测

值对应相等，且分别等于相应的力学量算符的本征

值)但&’(’$’%（%，+，$）不是算符-
3
%，-3+，-3$，#3%+，

#3+$，#3$%的本征函数，单粒子力学量的实测值

!-%"，!-+"，!-$"，!#%+"，!#+$"，

!#$%"均与谐振子的初位相%(，%$，%%有关，将初
位相均匀分布的统计系综对初位相求平均，自然只

能得到为零的结果)这使我们注意到，初位相对于描
述单粒子的运动来说是非常重要的，双波量子理论

其所以能够给出单个微观粒子的决定性描述，就在

于它通过引入实参数的方式恰当地把这个初位相纳

入到了双波函数之中)

!"% 结论

综上所述，在双波量子理论中，单个粒子的状态

用一对波函数描述，而通常量子力学中的单一波函

数所描述的是统计系综)如果力学量*是体系的一
个守恒量，那么*不仅对微观粒子的均匀系综是守
恒的，而且对单个微观粒子也是守恒的)本文所推得
的双波量子理论中的守恒定律适用于单个微观粒

子，而通常量子力学中的守恒定律可以作为统计平
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均结果包含在双波量子理论中的守恒定律之中!量
子力学中微观体系的守恒量在单波和双波这两种描

述中所得的结果一般不相同，除非体系所处的状态

是该守恒力学量算符的本征态!
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