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纠缠态在量子计算和量子通讯中起着重要作用*考虑了量子纯态在时间反演变换下的行为以及相应的密度矩
阵在+,-./0123456,71空间中的表示，并由此对纠缠度给出较为直观的几何解释*

!"##：$#&)；###$；8"#$

! 引 言

!’#)年，9,:;1/,:，<=7=-;>?和@=;/:提出了著
名的 9<@ 佯谬［!］*针对这一令人惊异的现象，

3450A7,:B/0指出，描述9<@粒子对的态是一种“纠
缠态”（/:1C:B-/7;1C1/），其中存在纠缠现象（/:1C:2
B-/6/:1）*9<@佯谬和纠缠现象涉及量子力学的实
在性、定域性、隐变量理论以及测量在量子力学中所

起的作用等等一系列根本问题［"］*
($年代，人们提出了量子计算机的理论模
型［#］，这以后，有关量子计算和量子通讯的理论和

实验的研究迅速发展起来［8］，而纠缠态在其中起着

不可缺少的重要作用［)，&］*
纠缠态存在于多粒子系统中，它描述了子系统

间的不可分离的特性*一个典型的例子是由两个自
旋!／"粒子组成的系统，其自旋单态和自旋三重态
均不能简单地表示为两个粒子各自量子态的直积，

从而显示出非经典的量子关联*纠缠现象不但存在
于纯态中，而且存在于混合态中*在量子计算和量子
通讯中，后一情形更具有实际意义*
对纠缠程度的定量描述用纠缠度来定义［%］，我

们在下文给出详细的介绍*目前关于纠缠度的研究
大都基于数学上的讨论［(］，本文针对纯态情形给出

了纠缠度的较为直观的物理或几何上的解释*
本文介绍了有关纠缠态及纠缠度的一些基本概

念和研究进展以及与D/--不等式的联系；引入时间
反演变换，并考察了纠缠态在这一变换下显出的某

些特性；考虑了纠缠态在+,-./0123456,71空间中的
描述，从几何角度出发对纠缠度作了新的定义；讨论

了对上述方法作进一步推广的可能性*

" 纠缠态和纠缠度
本文考虑两个自旋!／"粒子! 和"组成的系

统!#描述每个子系统! 或" 的空间分别为二维

+,-./01空间$!，$"它们的基为

%$〉!（"）"%#〉!（"）&（ ）!$ !（"）
，

%!〉!（"）"%$〉!（"）&（ ）$! !（"）
#

（!）

描述整个系统的四维+,-./01空间$E$!%$"E
’"%’"的基为&$$〉，&$!〉，&!$〉，&!!〉#这里将

&(〉!%&)〉"（(，)E$，!）简单地记作&()〉#

$%& 纯态情形

纯态对应于空间$ 中的一个向量#如果!，"
两个粒子之间不曾有过相互作用，则它们之间没有

量子关联，系统的状态可以表示为下面的直积态

%*〉&%"〉! %%#〉"， （"）

&*〉’$，&"〉!’$!，&#〉"’$"#我们说这样的量
子态中没有纠缠现象，它们满足D/--不等式，两个子
系统之间的关联是经典关联［"］#
如果!，" 两个粒子在某个时刻有过相互作

用，那么，在这一时刻以后，即使它们相距任意远的

距离，也会表现出一种非经典的量子关联，即9<@
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关联!这时，不能用形如（!）式的直积态来描述整个
系统［!］!一般地，可以在空间" 中将这样的量子态
展开为

#$〉%&"#""〉’&##"#〉’&!##"〉’&$###〉，
（$）

其中&(（(%"，#，!，$）为复数并满足归一化条件!我
们把那些不能表示为子系统态的直积的系统的量子

态称为纠缠态!作为一个简单的例子，)，*两粒子
组成的总自旋为零的自旋单态

#!+〉% #!!
（#"#〉+##"〉） （$）

和总自旋为#的自旋三重态

#!’〉% #!!
（#"#〉’##"〉）， （&）

#"’〉% #!!
（#""〉’###〉）， （’）

#"+〉% #!!
（#""〉+###〉）， （(）

便是典型的纠缠态!人们也把上述四个态称为)*++
态!下面我们将会看到，)*++态是纠缠程度最高的
纯态!
为了定量地描述纠缠现象，需要引入纠缠度的

概念［,］!对于任意一个量子态"!〉#"，可以有相应
的密度矩阵

#（!）%#!〉〈!#! （,）

分别对子系统*，) 求迹，我们分别得到关于

)，*的约化密度矩阵

#) %-.*（#!〉〈!#），#* %-.)（#!〉〈!#），
于是，系统的纠缠度被定义为

,（!）%-（#)）%-（#*）， （/）

其中-（#）%0-.（#+12!#）为3145*67844熵函
数［9］!容易验证，任意直积态的纠缠度为零，四个

)*++态的纠缠度为#，其他形式的纯态的纠缠度介于

"和#之间!
实际上，对于形如（$）式的量子态，

,（$）%+#’ #+! $
! +12!

#’ #+! $
!

+#+ #+! $
! +12!

#+ #+! $
!
，（9）

其中$%&"&"&$0&#&!"!，并且"$$$#!

!"! 混合态情形

系统处于混合态时，其状态不能简单地用一个

态矢"〉来表示，而只能用密度算子#描述!若系统
处于态"!(〉的概率为.(（(%#，!，⋯，/），有

#%%
/

(%#
.(#!(〉〈!(#， （#"）

其中对于所有的#，.(&"，"!(〉#"，且%
/

(%#
.(%#!

选择空间"的某一组基，容易得到#的矩阵表示，
即密度矩阵!一个给定的组分｛.(，"!(〉｝对应唯一
的密度矩阵#，而对于一个给定的密度矩阵#，我们
有多种不同的构造方式，即多种不同的｛.(，"!(〉｝
选择!当且仅当#可以写成两个子系统在若干个状
态下的密度矩阵的直积的凸和，即

#%%
0%#
10#0)’#

0
*

%%
0%#
10（#%0〉))〈%0#）’（#&0〉**〈&0#），（##）

其中10&"且%
0
10%#，系统处于非纠缠态，其纠

缠度为零!对于一般形式的混和态，其纠缠度可以定
义为［,］

,（#）%7:4%
(
.(,（!(）! （#!）

这里，在所有可能的构造方式｛.(，"!(〉｝中求最小，

,（!(）由（/）式得出!显然，求混合态的纠缠度要比
求纯态的纠缠度困难得多!
通过广义量子操作，可以使混合态的纠缠度提

高，这在量子计算和量子通讯中有着重要意义［,］!

!"# $%&&不等式

如果要求子系统) 和*都具有;:4<=*:4所说
的定域实在，即满足直觉上易于接收的定域性，那

么，)*++［#"］指出，这一要求预示了在测量两个子系统
自旋关联的实验中存在一个不等式关系，即)*++不
等式!有关)*++不等式的较为形象的描述见诸文献
［##］!)*++不等式对测量结果施加的限制条件与量
子力学的统计预言是相违背的!于是)*++不等式通
常被视作定域性的判据，也是用作区分经典行为与

量子行为的有效方法!
在纯态情形，哪些态是定域的，哪些态是非定域

的，这一问题已经由 >+86<*.，?1.4*，@A:714B和

?1+=［#!］解决，即仅有的违反)*++不等式的纯态是直
积态，它们也显然是定域的［#$］C于是，对于纯态情
形，系统的;DE关联、对)*++不等式的违反、不可分
离性或非定域性三者之间是相互一致的［#&］C而在混
合态的情形下，定域性与对)*++不等式的违反二者
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间的关系不是很清楚［!"］#$%&’%&［!"］构造了一族满
足局部稳变量模型的不可分离的混合态#()*%+,
-.［!/］指出，某些$%&’%&态是非定域的，其“隐藏”的
非定域性可以通过广义量子操作显现出来#可见，对
于混合态，定域性、不可分离性、0%11不等式之间关
系如何仍然是一个悬而未决的问题［!2］#

3 时间反演

我们知道，对单个自旋!／4粒子作时间反演变
换的变换算子为［5］

!!"6"#$， （!3）
其中$为求复共轭的运算%
对两个自旋!／4的粒子&，’ 组成的系统，我

们定义其时间反演算子

(!!&)!’
!（"6"&#$&）!（"6"’#$’）

!"（"&# !"’#）$

!

7 7 7 !
7 7 "! 7
7 "! 7 7

"

#

$

%! 7 7 7

$% （!8）

这里$&，$’ 分别对子系统的波函数&#〉&’*&，

&#〉’’*’的复共轭运算，而$ 则是对整个系统的
波函数的复共轭运算，即对于任意&$〉’*，$&$〉

9&$〉(%
给定任意的直积态（4）式，总可以将它写作

+,〉!+#〉&!+%〉’
!（-7+7〉.-!+!〉）!（/7+7〉./!+!〉）
!-7/7+77〉.-7/!+7!〉
.-!/7+!7〉.-!/!+!!〉

!（-7/7 -7/! -!/7 -!/!）:% （!"）
其中-7，-!和/7，/!分别满足归一化条件&-7&4;
&-!&49!，&/7&4;&/!&49!%
对&,〉作时间反演变换，有

(+,〉!

7 7 7 !
7 7 "! 7
7 "! 7 7

"

#

$

%! 7 7 7

-7/7
-7/!
-!/7
-!/

"

#

$

%!

(

!

-(!/(!
"-(!/(7
"-(7/(!
-(7/(

"

#

$

%7

%

（!/）
显然，〈,&(&,〉97%这表明直积态经时间反演变

换后得到的末态与变换前的初态是彼此正交的%
另一方面，对四个0%11态作时间反演变换，有

(+$0〉!)+$0〉，(+&0〉!0+&0〉%（!2）
除了相因子的差别，0%11态经时间反演变换后是不
变的%
考虑到0%11态和直积态是纠缠程度高低的两个

极端，对于一般形式的纯态，可以考察空间* 中的
态矢量在时间反演变换前后的改变，并由此给出纠

缠程度的定量度量%
对一般形式的量子态（<）式作时间反演变换，有

+1’〉!(+1〉!（2(3 "2(4 "2(! 2(7）:%
（!<）

于是，有

+〈1+1’〉+4!8+2723"2!24+4% （!5）
将（!5）式与（5）式比较，有

(!+〈1+1’〉+4% （47）

由此容易得到纯态&1〉的纠缠度%

8 =61>%&?,@-AB6C?空间

对于由两个自旋!／4粒子组成的系统，不论是
纯态还是混合态，其密度矩阵可以在 =61>%&?,
@-AB6C?空间（=,@空间）中表示为［!<］

)! （!8 3!3.!·!!3.3!"·!

. *
3

4，5!!
645"4 !"）5 ， （4!）

其中3为4D4为单位阵，!，!’73，6459:&［)（"4
!"5）］%把5个系数645写成一个矩阵，即 (9
（645），4，59!，4，3%
这样，)可被视作!/维=,@空间8中的一个

向量%该空间由下面!/个基向量张成
｛9:，:!!，4，⋯，!/｝

｛! !
43!3
，!
4":!3
，!
43!":
，!
4"4 !"5%

:，4，5!!，4，｝3 ， （44）

基之间的正交性由:&（9:9;）9*:;确定%)的行为可
以由!，"，(来描述%

我们可以把空间8分成四个子空间：由!43!3

张成的平庸的一维子空间8! ｛，由 !4":!3，:9!，4，
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｝! 张成的三维子空间!" ｛，由 #""!!#，#$#，"，｝!
张成的三维子空间!! ｛，由 #"!$!!%，$，%$#，"，

｝! 张成的九维子空间!%&
我们定义"在子空间!#，!"，!!，!%中的模长

分别为

’#(
#
"
，’"(

#
")!)，’!(

#
")")，

’%(
#
" "

!

$，%(#
*"（ ）$%

#／"
& （"!）

于是"在空间!中的模长为

+(（’"#,’"",’"!,’"%）#
／"& （"%）

对于任意给定的纯态（!）式，可以在&’(空间

!中写出形如（"#）式的密度矩阵"（-）&于是我们
发现，对于空间. 中的任意纯态，其密度矩阵在空
间!中分布在一个半径为#的超球面上，即+$#&
更进一步地，有

’"#(
#
%
，’""(’"!(

#
%
（#/#），’"%(

#
%
（#,"#）&

（")）
其中#与（*）式中的一致&对于直积态，#$+，’#$
’"$’!$’%$#／"，对于四个,-..态，#$#，’#$#／

"，’"$’!$+，’% #$!／"&
现在可以看出，在纯态情形，随着纠缠度的增

大，"在子空间!"，!!中的模长减小，同时在子空间

!%中的模长增大&且模长的变化与纠缠度有着确定
的联系&于是，纠缠度与空间!的一些几何性质联
系在一起&

) 讨 论

我们已经把纯态的纠缠性与时间反演及&’(
空间联系起来，并对之作了较为直观的解释&对于混
合态，其密度矩阵在&’(空间中的模长小于#，在四
个子空间中的分布也显出较为复杂的现象&对（"#）
式作时间反演变换，其结果为

"$( （#% "!"/!·!!"/"!"·!

, "
!

$，%(#
*$%!$ !!）% & （"/）

结合以上的讨论，（"/）式表明，子空间!"，!!与系
统的非纠缠性有关，而子空间!%则表明了系统的
纠缠性&我们希望对于混合态的纠缠度也给出直观
的几何解释&

［#］ 0123456-34，,17898.5:;，<1=85-4，0123&456&，!"（#*!)），

>>>1
［"］ ,19’25?@A4@6，B84C-?6D@.E8D49@63848FGD@46DH I-CJ@43C5
（K101,-4L@H34，M4C1#*>/）；N1,8JH，GD@46DH OJ-8P;
（7P-463C-’&@..，24A.-Q889，B.3FF5，<R，#*)#）；=17-4P85-，OJ-

2H?-P8P’5<-QI349（STF8P9U43V17P-55，#*W*）1
［!］ =171E-;4H@44，"%*&7&8159:5*&0123&，#$（#*W"），%/>；N1

N-D56CJ，0:9;&4&<9;&!9%’&，%!&&（#*W)），*>1
［%］ N1N-D56CJ，=1R8X5@，0:9;&4&<9;&!9%’&，%!’(（#**"），))!；

(1Y.8;9，<;#5%;5，#)$（#**!），#)/*；012:-P6，=1R8X5@，456&
=9’&0123&，)*（#**/），>!!1

［)］ B1,-44-66，Z1,P@55@P9，B1BP-?-@D，=1R8X5@，017-P-5，K1[1

K8866-P5，0123&456&!5**&，"&（#**!），#W*)1
［/］ B1&1,-44-66，(1R1K3-54-P，0123&456&!5**&，)(（#**"），

"WW#1
［>］ B1&1,-44-66，N171N3\34C-4X8，R1(H8.34，K1[1K8866-P5，

0123&456&，%+!（#**/），!W"%1
［W］ \1\-9P@.，I1,17.-438，0123&456&，%+"（#**W），#/#*1
［*］ R1R1(@:DP@3，I89-P4GD@46DH I-CJ@43C5，(@4EDOD@4，-91
（,-4L3@H34／BDHH34A5，I-4.87@P:，B0，#*W)）1

［#+］ R1(1,-..，0123#;3，$（#*/%），#*)1
［##］ 2171K3A4-P，>$&7&0123&，’*（#*>+），#++)1
［#"］ R1E1B.@D5-P，I101&8P4-，01(J3H84;，=101&8.6，0123&456&

!5**&，#’（#*/*），WW+1
［#!］ <1Z3534，0123&!5**&，%$+!（#**#），"+#；<1Z3534，017-P-5，

0123&!5**&，%$)#（#**"），#)1
［#%］ =1&8P89-C:3，0123&!5**&，%#$&（#**/），""!1
［#)］ =1E1K-P4-P，0123&456&，%!&（#*W*），%">>1
［#/］ (178?-5CD，0123&456&!5**&，"!（#**)），"/#*1
［#>］ <1Z3534，0123&!5**&，%#$&（#**/），#)#1
［#W］ =1&8P89-C:3，71&8P89-C:3，I1&8P89-C:3，0123&!5**&，%#$&
（#**/），!>>1
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!"#$"%!&!"#’()*$"#*&+*,!-#$#!-

!"#$#%&’()%*）+） ,)(#-%&’./%&*）+） 0"),1%&’2/#*）
*）（!"#$%&’"(&)*+),"%(-./0120，3(14"%01&/)*521"(2"$(,6"2.()7)8/)*9.1($，:"*"1 +344+5，9.1($）

+）（;#"(<"0"$%2.=$>)%$&)%/*)%?@$(&@’9)’’@(12$&1)($(,?@$(&@’9)’#@&$&1)(，

3(14"%01&/)*521"(2"$(,6"2.()7)8/)*9.1($，:"*"1 +344+6，9.1($）
（7898:;8<=->?>@A*===；B8;:@8<CDE>@9B:FAB898:;8<34!8FA8CG8B*===）

-H!I7-JI
/EADE?K8<@ADA8DE<8EADE?K8C8EALD;8:CFMBADEAD9A:ME:EN>DEA>C9MCF>ADA:MEDE<N>DEA>C9MCC>E:9DA:MEO#E

AL:@FDF8B，P89ME@:<8BAL8N>DEA>CF>B8@ADA8，@LMP:A@FBMF8BA:8@PL8EA:C8B8;8B@DKABDE@QMBCDA:ME:@>@8<，DE<@A><R
AL8B8FB8@8EADA:MEMQ9MBB8@FME<:E?<8E@:ARCDAB:S:E":KG8BA’!9LC:<A@FD98O.:EDKKRP8?:;8D?8MC8AB:9DK:EA8BFB8ADA:ME
QMB8EADE?K8C8EAO

+$..：436T；3334；U+34

!2BMV89A@>FFMBA8<GRAL8%DA:MEDK%DA>BDK!9:8E98.M>E<DA:MEMQJL:ED（&BDEA%MO*=W5T4T4DE<%MO65534T+）O
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