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建立了有阻尼项的摆方程，在小信号情况下，对方程进行了迭代求解(由解得的结果得到了增益函数的表达

式(特别对弱阻尼和过阻尼情况进行了计算，分别得到了相应的增益函数简化公式(对阻尼项的来源和物理意义进

行了详细的讨论(

!"##：)’&&*

$ 引 言

在自由电子激光器（+,-）的经典理论描述中，

有单粒子方法［$，’］和动力学方法［.］(一般说来，经典

理论所得的结果能与实验结果较好地符合(特别单

粒子方法，计算起来较为简单，并能得到与实验较为

符合的解析结果(在早期的研究中，其中令人较为满

意的工作有/01203［$］用单粒子方法推导出的单摆方

程及增益表达式，它们分别为
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（’）式通常称为小信号增益公式(它能较好地说明

+,-的相干辐射，但与激光输出饱和现象相悖，并

且不能用于大信号情况［)］(有关这方面的研究，已

有不少成果［&89］(
本文的工作是考虑到+,-中，电子与波进行能

量交换的这样一个物理系统，电子的运动极为复杂，

全面分析电子的运动状态非常重要(与电子运动状

态相关的应该有阻尼，故我们在通常的摆方程中增

加了一个阻尼项(建立了一个有阻尼的电子运动方

程，该方程是一个非齐次的一阶线性微分方程，用常

数变易法得到了方程的解(并计算出了新的增益函

数表达式(所用的迭代方法是参照了布鲁克海汶实

验室的:;教授的“高增益+,-理论讲义”(为了便

于比较，本文也采用了该讲义中的符号(下面先简述

无阻尼情况下的已有结果，然后再叙述我们建立的

有阻尼情况下方程的计算结果(并分别对弱阻尼和

过阻尼情况进行了讨论，由弱阻尼情况下的简化公

式，可清晰地看出阻尼对增益函数的影响(其实，无

阻尼的保守系统只是一种抽象模型，实际的物理系

统总是存在阻尼(具体到+,-这样一个物理系统，

我们认为阻尼主要来自电子束的集体效应，并与

<5==16>场的随机涨落有关(为此，对阻尼的来源和

物理意义进行了详细讨论(

’ 电子运动方程及增益函数公式

根据?@A理论［’］，并经过适当简化处理，电子

的能量&和位相’满足以下方程组：
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，.2!和+2分别是光场

的矢势的幅值和波数，,C和+C是摇摆器磁场的幅

值和波数)’D（+2E+C）*8%2#，(2和%2分别是光

场的位相和频率)以上方程组的简化过程中，用了条

件：$2!
$C
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于小增益情况，,2和(2与*无关，并设(!’-(2，
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，这时方程

组（.），（)）变为
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方程组（!），（"）就是无阻尼，无驱动力情况下的摆方

程!考虑到小信号，引入初始能量失调因子!#，并进

一步设"#!#"；##!
!#
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（’），（*）式可用迭代法求解!利用初始条件，当"+#

时，&&
&"+#!##+

!#
!#
+,，可得到下列解：
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（,*）式就是熟知的增益函数表达式!

0 电子的阻尼运动方程及其解

考虑到与电子运动状态相关的阻尼效应后，摆

方程中增加了阻尼项，这时（’），（*）式变为
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式中’为无量纲的阻尼系数!与（’），（*）式相似，

（,-），（%#）式仍可用迭代法求解，并用同样的初始条

件解得
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#,满足下列方程：
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（%%）式是非齐次的一阶线性微分方程，可用常数变

易法进行求解，解得的结果是
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#%满足下列方程：

&#%
&"&’#%#$$./$

（"&&#）&%， （%!）

（%!）式用常数变易法解得的结果是
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, 讨 论

’&弱阻尼情况，设!$’，这时（.$）式简化为
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从（.’）式已可明显地看出阻尼对增益函数的影响&
为了更直接地进行比较，不妨进一步简化（.’）式，将

小括弧内的)0!#取做’，这时（.’）式变为
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由（.(）式可清晰地看出阻尼对增益函数的影响及其

与123中的某些参量的关系&若$%!，（.(）式变为
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这时，（..）式已与（’-）式非常接近，从中可看到阻尼

的影响&
(&过阻尼情况，设!%’，当只保留!的负一次

项时，（.$）式可简化为
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若不保留!的负一次项，（.,）式进一步简化为
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,&我们认为阻尼来自集体效应；来自 6%778)9
场的误差&按照文献［/］，123的集体效应可分为两

类，一是空间电荷；二是自电场和自磁场&集体效应

会降低束波相互作用，改变增益和效率［’$］&在文献

［’’］和［’(］中，是在一维单电子理论中，考虑了空间

电荷场的影响，在摆方程中加进了空间电荷项&在文

献［’’］中所建立的方程是
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在文献［’(］中所建立的方程是

:&
:($"

’#
&,);)##%&

（(!"/）

"
*+（,）
(

-,(
， （./）

+（,）
( $

(0$1
2;!2#&

#

3$’
%3

〈#%&3)〉!"#3)"〈!"#3)〉#%&3)
3

，

（,$）

式中%3是空间电荷填充因子&
如果本文所建立的方程（($）中的阻尼项只考虑

空间电荷的作用，从（($）式与（./）式的简单对比，可
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得到（!"）式中的阻尼系数!的表达式为

!!
!"#（$）

%

&$!’#""#"#
( （$%）

是否考虑空间电荷效应，有所谓&’(’)判据［*］
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但是三维效应改变了有质动力波与空间电荷之间的

关系，除要考虑（$!）式外，还要考虑&’(’)漂移和

/’)0’1阻尼(若空间电荷波长小于23+43长度时，

/’)0’1阻尼就变得很重要(例如在文献［%,］的实验

中， $+
""%

／!$’#
!"(!5，"

,
-)#!

%.$! !"("$"
，满足不等式

（$!），但是其23+43长度约"("*6(；空间电荷波长

约"(".6(，这时空间电荷波被阻尼，可不考虑&’7

(’)效应(在文献［%$］的实验中， $+
""%

／!$’#
!"(!5，

"%,)#!

%.$! !"(""5
，满足不等式（$!），其23+43长度约

"(%$6(，空间电荷波长"(86(，/’)0’1阻尼不重

要，应考虑空间电荷波的作用(
5(自电场可由9:;<<:)’<方程解得

#（*）!+&!"$+
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自磁场可由>(?3@3’<定律解得
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为叙述简便，以下统称为2A自场，对于平面 B;C7
CD3@场的EF/，在不考虑2A自场时，当轴向能散

!"%／"" 由 零 增 到!- 时，效 率 由G(%!- 降 到

.(,5-，当考虑2A自场时，当!"%／""H%(5-时，

效率下降到!-以下［*］(由此看出，由于2A自场的

存在，使效率与能散的关系更加敏感(再者，2A自

场对束流截面的形状及传输都有影响［%5］(
.(B;CCD3@磁体的制造和安装公差，磁场的涨落

和随机误差对束流轴向能散，对EF/的效率都有影

响［%.］(文献［*］中有如下的关系：
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式中!,#是 B;CCD3@场的涨落，!)-是电子的轴向

速度的变化，)# 是 B;CCD3@的横向速度，有关这方

面的问题，文献［*］中有较全面的叙述，这里不再

重述(

G(按照非线性动力学的观点，有阻尼项的摆方

程，存在“吸引子（’II@’6I:@）”(反映在相图上是从一

个异宿点出发的轨线发生形变，不再通过另一异宿

点(分界线（<3?’@’I@;J）把相平面分隔成一个个区域，

轨线都流向该区中心的吸引子，这是通向混沌的途

径之一(文献［%G，%8］研究了理想的螺旋 B;CCD3@
EF/中，在轴向速度是常数的自电场的作用下，产

生混沌的问题(混沌可降低EF/的效率，并影响光

束的品质(有关这方面的问题，宜专文论述(
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,8QP期 李治宽：自由电子激光器中的电子阻尼运动


