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给出相对论性,-./0122系统的324225,-./0122原理和,-./0122方程*由微分方程在无限小变换下的不变性，定义

相对论性,-./0122系统无限小变换生成元，建立6-7对称的确定方程，得到结构方程和守恒量*并研究该系统的6-7
对称性逆问题*给出实例以说明结果的应用*
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! 引 言

!"!&年德国数学家817907.，指出了动力学系统

的对称性和守恒量二者之间的紧密联系［!］*从此，对

称性和守恒量的研究在数学、物理、力学等学科变得

非常重要*力学系统的对称性理论包括817907.对称

性和6-7对称性*关于817907.对称性和守恒量的研

究已趋于完善［$—&］*自#%年代末6:9;/<等人将上世

纪末数学家6-7研究微分方程不变性的扩展群方法

引入 力 学 领 域，提 出 微 分 方 程 不 变 的6-7对 称

性［"，!%］*$%年来6-7对称方法迅速发展，并取得一些

结果［!!—!’］*本文将6-7对称方法应用到高速运动系

统中*研究相对论性,-./0122系统的6-7对称性和守

恒量问题：一是由系统的6-7对称性找到守恒量；二

是由系统的守恒量找到6-7对称性*

$ 相 对 论 性 324225,-./0122原 理 与

,-./0122方程

积分（本文约定重复角码表示求和）

!""
#$

#!
｛$!（#，!）%·!&’（#，!）｝=# （!）
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称为324225,-./0122原理［!(］*该原理是一个普遍的

一阶积分变分原理*
定义相对论性的32422作用量
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式中’#为相对论性,-./0122函数，$#!（!>!，⋯，

$(）为相对论性,-./0122函数组，’#，$#! 含有相对

论性质量
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+-,为第,个粒子的静止质量，",为第,个粒子的位

矢，.为光速*
对（(）式取变分，并考虑（+）式，得
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（#）式称为相对论性324225,-./0122原理*令
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如果"&#（#’"，⋯，%,）是彼此独立的，由原理（"%）

式可得到相对论性()*+,-..方程
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称$!#"为()*+,-..逆变张量)一般假设
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/ 4)1对称的正问题

引入无限小变换
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式中’为小参数)引入无限小变换的生成元向量
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由微分方程在无限小变换下的不变性，方程

（"0）在无限小变换（"$）下的不变性归为
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则可得到相对论性()*+,-..系统的确定方程
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如果无限小变换（"$）的生成元.，/#（#’"，

⋯，%,）满足确定方程（%"）式，就称变换（"$）是4)1
对称的)那么，有

定理! 对于满足确定方程（%"）的元限小变换

生成元.，/#，如果存在满足
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的规范函数1，那么相对论性()*+,-..系统存在如

下守恒量
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求解相对论性%&’()*++系统,&-对称性正问题

步骤为：先将给出的相对论性%&’()*++方程代入确

定方程（.!），求得生成元)，("；再将生成元)，("
代入结构方程（..）得到,

·
，如果,

·
/#，或,

·
是某个

函数的全微分，就可求得规范函数,；最后将生成

元)，(" 和规范函数, 代入（."）式得到该系统的

,&-对称守恒量*

0 ,&-对称性逆问题

假定相对论性%&’()*++系统有积分

+!+（-.（’，!），’，!）!1*234， （.0）

式中 -.为相对论性质量*试由该积分找出相应的

,&-对称变换*
（.0）式对’求导数得
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由（.7）式中#·#的系数为零得到
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由（!#）式给出*令积分（.0）等于守恒量

（."），即
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那么，若已知系统的第一积分，且选定具体的规范函

数,后，由（.:），（"!）式即可确定无限小变换的生

成元)，("，它 们 对 应 相 对 论 性%&’()*++系 统 的

;*-4)-’对称变换*
将求得的生成元)，(" 代入确定方程（.!），若

满足，此变换就是该系统的,&-对称变换*否则不是

该系统的,&-对称变换*于是有

定理! 如果已知相对论性%&’()*++系统（!"）

式的0个独立的第一积分，由（.:），（"!）式可求得

该系统的无限小变换生成元)，("*若)，(" 满足确

定方程（.!），那么，该变换是系统（!"）与积分（.0）对

应的,&-对称变换*否则不是,&-对称变换（证明

略）*

5 算 例

例" 相对论性二阶%&’()*++系统的%&’()*++
函数和%&’()*++函数组为
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!6（#.）.／2# .，试研究系统的,&-对称性和守恒量*
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将（$(）式代入（#$）式得到守恒量
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例# 相对论性二阶01234+55系统的01234+55
函数和01234+55函数组为（$#）式，已知系统有积分

（$/），试求与之对应的617对称变换’
因!!"#，!!"#可分别由（$$），（$%）式给出，对积
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二解与（$(），（$)）式相同，满足确定方程，都是与已

知守恒量对应的617对称变换’
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