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利用,-..-和/0--1-2提出的方法，导出了广义340562784091:几何的轴扰动方程+对给定角动量!和!参数，

通过数值计算，得到了拟正则模的值"数值结果与不稳定性的解析证明相一致"

,-..：#%"#；#%)#；#%$#

! 引 言

多年来，引力微扰已经引起了理论和观测两方

面的研究兴趣+引力微扰可以分成轴微扰和极微扰

两类［!］，轴 扰 动 方 程 在 文 献 中 通 常 称 作 ,-..-;
/0--1-2方 程［"］，而 极 扰 动 方 程 又 称 为<-29119方

程［$］，对于球对称解的稳定性而言，=06>:268-?062
已经指出仅需讨论其中一类即可［%］+研究,-..-;
/0--1-2方程的稳定性问题有多种不同的途径：数

值积分法［)］、模拟法［*］、无穷级数法［&］以及 /->7-1;
@26A-28;B2911CD9>近似法［(］+另一方面，当考虑到无

质量标量场耦合时，E.>-8-，=6A-26和F2CG16>:等

人找到了一类广义340562784091:几何解［’］+新近，

我们利用H6A91IC>;J64CK9方法研究了在带有参数#
#!$!的广义340562784091:几何中经典粒子运

动［!#］，我们发现!L!／"是一个临界点，在!／"$!
#!情形，运动的定性性质类似于340562784091:情

形（!L!）+与此相反，##!#!／"情形与!L!的运

动性质本质不同+
本文利用,-..-和/0--1-2提出的方法［"］导出

广义340562784091:几何在引力微扰下的轴扰动方

程，并利用 M6800CC>等人提出的模拟法计算扰动

的拟正则模，最后，给出广义340562784091:几何在

引力扰动下不稳定的严格证明+

" 广义,-..-;/0--1-2方程

背景度规记为#"#，扰动度规记为$"#"我们将

对应于#"#的,9449张量记成%"#，并将对应于#"#N
$"#的,9449张量记成%"#N$%"#"O98->062I

［!!］首先

找到了$%"#的计算方法［!!］

!%"#&’!%&"#；&(!%&"&；#， （!）

其中

!%’&(&
!
"#

’#（$&#；(($(#；&’$&(；#）" （"）

将（"）式代入（!）式，可以得到$"#的二阶微分方程"
下面将#"#取成广义340562784091:度规［’］，

:)"&*#:+"’*’:,"’*&,"（:)"(89>"):*"）

&#"#:-":-
#， （$）

#（,）&’’（,）&.
+
1>!’"+（ ）,

， （%）

&（,）& !’.（ ）+ 1>!’
"+（ ）,

， （)）

其中.$+，. 代表质量，+是与标量场相关的一个

常数"度规（$）式是P-I2CQR型的，并在,L"+处出

现奇性"在标量场恒等于零的情形，.L+，即该情

形约化为通常的340562784091:几何"
下面考虑"维子流形（+L,L常数）上的谐和

分析"扰动张量的!#个独立分量分别对应于$个标

量（$##；$#!；$!!），和"个矢量（$#"，$#$；$!"，$!$）和

一个"秩张量"
典型的标量函数为

*/! &0/!（)，*） （宇称为（’）!）， （*）

,/!，1&
"
"-10

/
!（)，*） （宇称为（’）!），（&）

-/!，1&.210/!（)，*） （宇称为（’）!(!），（(）
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其中!，"!"，#而!""!!##!$，!#"!%&／’()"，!"#!
’()"#角动量为$的#种类型的张量为

#%$!"&’%$；$% （宇称为（(）$）， （*）

&%$!"&’$%’
%
$ （宇称为（(）$）， （&$）

(%$!"&&"
［!)!#%$)"*!)"#%$)!］ （宇称为（(）$*&），

（&&）

其中’""!&，’"#!’#"!$，’##!’()""#上述这些形

式分别乘以+，,的任意函数不改变其转动性质#轴
微扰是宇称为（%）$+&的扰动，对于给定的$和%
值，微扰的最一般形式为

-$$&-$&&-&&&$，

-$"&(-$（,，+） !
’()"!（ ）)’

%
$，

-$#&-$（,，+）’()"!!（ ）"’%$，

-&"&(-&（,，+） !
’()"!（ ）)’

%
$，

-&#&-&（,，+）’()"!!（ ）"’%$，

-""&-"（,，+） !"
’()"!"!)

(,-’" !
’()""!（ ）"’%$，

-"#&
&
"-"

（,，+（） !"

’()"!)"
*,-’"!!"

(’()"!
"

!"）" ’%$，

-##&(-"（,，+）’()" !"
!"!)

(,-’" !!（ ）)’
%
$#

（&"）

由于背景度规的球对称性，在（&）和（"）式中应

将不同的$和宇称分开来讨论#$，% 和宇称都是

系统的运动常数，余下的一个常数是扰动的频率*#
特定的$，%，*和宇称值完全确定方程的一个特

解#而通解是这些特解的叠加，其系数依赖于边界条

件和初值#对于给定的$，%，*和宇称，%（!%$，

%$+&，⋯，$）将导致相同的径向方程，所以从简

单性出发可选取%!$#在无穷小坐标变换./+!.+

+,+下，-$%的变换为

-/$%&-$%*,$；%*,%；$# （&#）

选取./00/123//4/5规范［"］，

,$&,&&$，

,+&-（,，+）!!"（!／!."）’%$（"，)）

（!，"&"，#）， （&6）

其中径向函数-（,，+）将消去（&"）式中的-"（,，

+）#在上述规范下，总角动量为$，投影为%!$的

轴微扰形式可写作

-$%&/78（%(*,）（’()"!／!"）0$（,-’"）

·

$ $ $ -$（+）

$ $ $ -&（+）

$ $ $ $
-$（+） -&（+）

!

"

#

$$ $

# （&9）

将（&9）式代入（&）式，可得:()’;/()方程为

&(".（ ）+
(1.(*-$*

<
<+ &(".（ ）+

1
.-［ ］& &$，

（&=）

&(".（ ）+
(1.(［* !-$!+*(2-&

(
"-$
+ &(".（ ）+

(&
&(1*.（ ）］+

*（3(&）（3*"）&(".（ ）+

1
.(&-&
+"&$#

（&>）

将（&=）式代入（&>）式，并定义

4&&+ &(
".（ ）+

"1
".(

&
"
-&（+）， （&?）

定义/!1／.，并利用广义“;-5;-(’/”变换

<
<+% &

&(".（ ）+
/ <
<+

， （&*）

即导出了广义./00/123//4/5方程

<
<+"%

**0（ ）" 4&54， （"$）

其中势的一个光滑的实函数，

5& &(&+（ ）0
"/(

｛
" &
+0"
$（$*&）(#/+［ ］0 &(&+（ ）0

* #
6+06

（&(/）｝" # （"&）

在（"&）式中，我们已作标度变换+"!+".
，*"!".*#

# 拟正则模

引力扰动的拟正则模（@AB）是指具有在空间

无穷远处是纯出射波的解C从著名的D/(’/)E/501
F5GH/5’关系［&"］可知，我们散射振幅的奇异性对应

于束缚态C当广义./00/123//4/5方程的逆有效势

的束缚态解析近似计算后，@AB能用确定的变换

得到C我们利用DI4;3/)势去拟合逆有效势5：

5 &(5$
/(+／!

&(/(+／!， （""）

其中，参数5$和!与/有关，可以用数值法拟合得
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出束缚态能级为

!（!）"#$!"
"#%"
"%（ ）"

"
， （"#）

其中""$!"$!，%$%，"，⋯

拟正则模频率能由

#"!（#&!）"#
!$!
"% &

%
"（ ）!& （"’）

得到’对于各种(值和%值，广义()*+,-./)*&01几

何引力扰动的拟正则模列于表%中’表中也列出了

()*+,-./)*&01几何（$$%）引力扰动的拟正则模’
表% 广义()*+,-./)*&01几何（$!%）引力扰动的拟正则模

$ % ($" ($# ($’ ($2

% % !34#%5!3%6%&%37%"5!3%64&%37%"5!3%68&"3!"!5!3%8!&

" %3%’"5!328#&%324"5!3264&%38625!32’6&

# %38#75%3!!7&

!37 % 9%3!’#& 9"3%64& 9#324%& 9732"6&

" 9!32"%& 9%3!8’& 9%3462& 9#3"7’&

# 9!3#’6& 9!34"8& 9%3%8!& 9"3%47&

!3’ % 9"3%"4& 9#32"4& 923’48& 94382!&

" 9%3"86& 9%3674& 9"3467& 9#388%&

# 9%3%"7& 9%3#28& 9%38!6& 9"3748&

!3" % 9’3#%7& 973"2"& 96386#& 9%"3’27&

" 9#3!28& 9#3487& 923!’6& 9734""&

# 9#3!’%& 9#3"42& 9#386’& 923!#%&

!3% % 9236’#& 963!86& 9%%3"68& 9%23#22&

" 9’3"##& 923!47& 9732"7& 963’42&

# 9’3"6!& 9’32"7& 923##!& 9732#4&

’ 广义()*+,-./)*&01几何的不稳定性

从上节拟正则模的近似计算可知，#取负的纯

虚数值，所以我们看出广义()*+,-./)*&01几何是不

稳定的3下面我们对此进行解析证明3
我们可以将广义:;<<;=>*;;0;-方程写成更一

般的形式：

!")
!*" "

!")
!+""

#$)， （"2）

其中)（+"，*）$,（*）-（+"）’在渐近条件+"#%，

有+"9%$［+"／（%9$）］%／（%9$），而在渐近条件+"#
?下，有+"#+"’取,（*）$;&#*那末（"2）式在+"$
!的渐近解为

)%;&#*+&"， （"7）

其中 &$%"5
%
" %5（%9$）$ ’%%’将（"2）式两边

乘以!)
"

!*
，并作积分可得

&
?

!
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!+"

!")"
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$)!)
"

!（ ）* 1+"

"
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!)
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!
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对（"4）式取复共轭有
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!

!)
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$)"!)!（ ）* 1+"
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!)"
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?

!
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将（"4），（"6）两式合并，可得
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!
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将边界条件（"7）式以及无穷远处拟正则模边界条件

)";&#+;#&#+"， （#!）

代入（"8）式可得

@A（#）"

# /#/"/0（?）/"

&
?

! /#/
"/0/"& !0

!+"

"

&$/0/（ ）" 1+"’
!!’

（#%）

可见引力扰动将随时间指数增长，所以广义

()*+,-./)*&01几何在引力的扰动下是不稳定的’
最后，我们对本文的结论作一个简明的讨论’本

文 在 :;<<;=>*;;0;- 规 范 下 导 出 了 广 义

()*+,-./)*&01几何的轴扰动方程，并且证明该几何

在引 力 扰 动 下 是 不 稳 定 的 BC/*&1,等 人 已 利 用

:;<<;=>*;;0;-方法讨论了玻色子星的拟正则模问

题3显然，我们也将上述讨论扩充到D星［%#，%’］的稳

定性和拟正则模的研究，这些结果将另文发表3

［%］ (3E*,F1-,/;G*,-，&FH;F;-,0:;0,I&J&0K———LFM&F/I;&FE;FI;=

F,-K(N-J;K，;1&I;1OK(3>3P,+G&F<,F1>3@/-,;0，E,AO-&1<;
（%848），E*,Q343

［"］ R3:;<<;，S3L3>*;;0;-，1234’056’，!"#（%824），%!7#；(3D;=

I+;&0;-，T3T&F1O0CA，74*+89234’:’，$%$（%862），%"；(3BC/*&=

1,，B3M-&<N)*&,F1R3UNI,A,/;，1234’056’，&’"（%88’），

7"#23
［#］ U3S3V;-&00&，1234’056’;5**’，$(（%84!），4#43
［’］ (3E*,F1-,/;G*,-，1+8<’083’=8<’（TCF1CF），)*+%（%86!），

’"；W3LF1;-/CF，X3D3XCGGCI,/，Y3T,NF,，Y,Q,1CQCN0C/，Z3

(&QQ;-，1234’056’，&+"（%888），%"’!!’3
［2］ (3D;I+;&0;-，74*+89234’:’，$*%（%86!），"8"3
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［!］ "#$%&’(，$#)*+,,&&-，!"#$%&’((%，!""#（./01），23.；4#

5(66*67，$#)*+,,&&-，!"#$%)’*%，$%"（./01），2/8#
［9］ :#;(*<(6，+%,-("%!"#$%，&’（./0!），.230#
［0］ =#>?(6，!"#$%)’*%，$%(（./09），3!32；@#A#AB*-，C#D#;7，

."/0%!"#$%&’((%，!’（2EEE），21!#
［/］ F#GH-(+(，)#;#I*’(6*，&’((%123*%./4%，%(（./02），3!8；

!"#$%)’*%，$%!（./08），.20E；J#56&?%*-K，!"#$%)’*%，$&(
（./02），.19E#

［.E］ C#"#D,*7，@#A#AB*-，C#D#;7，."/0%!"#$%&’((%，!)
（.///），32.#

［..］ ;#L#:7+(-,*6M，N7(’*--7*-F(&’(M6?，L67-O(M&-P-7<#L6(++，

L67-O(M&-（./2!），I,*Q#!#
［.2］ R#"(7+(-S(6H，5%1-(26’736$8"209，!（./1!），!E0#
［.3］ C#D#;7，C#"#D,*7，!"#$%&’((%，*%)+（.//8），2.2#
［.1］ C#D#;7，C#"#D,*7，F#I,(-，:$(63;-6(%!"#$#，!%（2EEE），

218#

,-.,/01/2/#30.#.014#56,/.7/*#.014142,4,/#508,$
9:;<#/89:;05$2,1=,./>!
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.）（<’;-6(4’0(37!"#$/8$，="-09"-/1364->?0/*’6$/(#，="-09"-/ 2EE231，."/0-）
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