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!国家自然科学基金（批准号：!&$$"%$’）资助的课题(

采用动力学)*+,-./01*方法研究了二层234+5模型的临界性质及早期动力学标度行为(结果表明层间耦合不

为零时也存在临界点；计算了早期动力学临界指数!；估计了传统的临界指数!／"!(其结果支持临界线存在的猜

想，并表明此模型很可能是一种弱普适模型(
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两层234+5模型可描写两个相互作用的固体平

面或薄膜，例如8/+59:40和8/+59:40;<1*=5-,,薄

膜或层状亲水亲油的双分子层等有机分子薄膜［!］(
它还跟非平衡态量子一维自旋链有联系(

对层间有耦合的情形还没有精确解(模型的临

界性质一直令人感兴趣(曾经有人用级数展开［"］和

)*+,-./01*模拟［>］等方法对该模型进行了平衡态

的研究(?+5-14+4等用约束变分的方法得到一条临

界线［’］(传统 )*+,-./01*方法也显示出存在临界

线的迹象［#］(但也有人对非平庸临界线的存在表示

怀疑(理由是当点阵非常大时，层间的相互作用作为

微观细节对长程行为应无影响，而传统)*+,-./01*
方法在临界点附近受有限点阵效应影响极大，故有

可能给出错误信息［!］(
本文利用近年发展起来的动力学 )*+,-./01*

方法［7］计算模型的临界点和早期动力学临界指数

等(此方法在非平衡的短时动力学过程中测量系统

的性质(因该时区内关联长度很短（相对于平衡态的

发散关联长度），可以有效地避免有限点阵效应带来

的误差(
动 力 学 )*+,-./01*方 法 是 基 于 !&@& 年

6/+33-+等提出的存在短时标度区的假定［$］(此标度

区的存在得到大量数值模拟结果的证实［@］(
二层234+5模型的哈密顿量为
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(&和#&可看作两个相同的二维正方点阵上的自旋+

指标&标记二维正方点阵的格点，〈&，’〉为最近邻+
当$A%和B时，哈密顿量分别描述两个没有

耦合的234+5模型和单个234+5模型，有精确解(然

而，当$$%，，该模型变得非平庸和很有趣(
我们给此模型引进)*+,-./01*方法中常用的

热浴法动力学(逐一更新每一个格点的自旋，两个自

旋的取值正比于相应的玻尔兹曼权重(整个点阵的

自旋被更新一遍作为时间单位(
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演化开始，系统设置为无关联，两层自旋有相同

但很小的初始序，记为.%(因为模型和初始条件对

两种自旋都是对称的，以下我们将以他们的和，即

/（,）A(（,）C#（,）为序参数(当时间大于某一微

观特征时间,94D，序参量/（,）有短时标度律

/（,，%，.%）#0!.%,!)0".%,!·,!／"!%)1（%"），

其中0!和0"（%%）是非普适常数，%A（2E2D）／

2D("和!是传统的临界指数，而!是描写早期临界

动力学特征的动力学临界指数(
在临界点，序参数只有第一项，呈幂次增长(在

序参数与时间的双对数坐标图中，临界温度将对应

直线，其斜率即为临界指数!(若温度大于（小于）临

界温度，则曲线向下（向上）弯曲，偏离直线(
临界指数!／"!可通过拟合下式的幂次关系来

确定，
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式中0>是非普适常数(在计算机模拟中，采用差分
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来代替微分!
图"用双对数坐标给出了固定!／!#"时三种

不同耦合!#$%&""，$%&"’，$%&"&的模拟数据"点

阵的大小为##’$$，初始序为$$#$%$&"对每一!
的独立初态样本数($$$$，并分成四组以估计误差"
数据处理中测量时间窗口可取为［"$，"$$$］"图中粗

线表示拟合所得的数据，我们得到!)#$%&"’&（"），

"#$%’$(（"）!

图" 由临界点附近三个耦合常数的早期演化确定临界点!)

图’中，用双对数坐标作出了!#*+%（&，#，

图’ 由!#*+%（&，#，$$）’&的曲线确定临界指数"／$(

$$）’&的曲线，时间间隔为［&$，"$$$］!图中直线表

示拟合所得的数据!从直线的斜率可以得到临界指

数"／$(#$%(&（&）!可以看到，曲线不够光滑，误差

较大，这是由于统计的样本不够多的缘故!
在表"中，把我们用短时动力学方法得到的结

果跟,+-.*/+/等用约束变分的方法得到的结果比

较，基本符合!
表"

!／!!)（短时动力学方法）!)（约束变分方法） " "／(

" $%&"’&（"） $%&""" $%’$(（"）$%(&（&）

$%’ $%&01&（"） $%&2$0 $%"13（"）$%(0（&）

虽然我们只是模拟了两个临界点，但误差已控

制到足够小，使两个临界点能明确区分开!结果与文

献［4］的约束变分结果基本一致!我们还首次计算了

早期动力学临界指数""它显示出依赖于临界点的

非普适性"一个附带的结果是估计了传统的临界指

数"／$(!我们的结果支持临界线存在的猜想，并表

明此模型很可能是一种弱普适模型!
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