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在简介斐波那契类（)*+,-.//*0/1.22）准晶（)3（!））的特征基础上，在小信号、平面波近似下详细地研究了通过

"层按斐波那契类准周期系列排布的铁电畴超晶格的二次谐波光场的谱性质&发现其谱的极强峰在实空间，在不
考虑介质色散效应的情况下，具有完美的自相似性；对于具有线性色散效应的铁电晶体，其谱在实空间也具有相同

的结论；而对于具有非线性色散效应的铁电介质，极强峰的这种自相似性将被破坏&另外，二次谐波光的暗线处将
存在缺级效应；亮线处则无缺级效应&

!"##：4($#；%’$#

" 引 言

自从567/689.-等人［"］于"$(%年在实验上发
现准晶这种固体物质的第三种形态以来，到现在已

有十五年了&其间，数学家们、物理学家们对准晶的
电子性质、光学性质、磁学性质等进行了广泛而深入

的研究，并逐步从对其理论结构性质的研究转到相

应的实验材料性能的研究上来&
斐波那契（)*+,-.//*）准晶由于其结构具有丰富

的物理内容、包含了准晶的一些最主要的性质，更主

要的是由于其具有相对简单的特点，所以一直倍受

人们青睐&在一维斐波那契准晶的研究方面，:7;1*-
等人［’］于"$(!年报道了由<.=2和=1=2两种材料
构成的按斐波那契准周期序列排布的超晶格系统>
射线及拉曼散射谱性质的研究结果&?.9@;.及

A,1B7［C］在"$(4年从理论上研究了声光通过一种实
际的按斐波那契序列排布的准周期超晶格系统的谱

性质&随后朱永元、闵乃本等人［%，!］研究了按斐波那
契准周期序列排布的声学超晶格的超声波谱、光学

超晶格的二次谐波谱的性质，并于近期利用D*?.EC
材料从实验上［F］测量了该超晶格的准相位匹配二

次谐波谱及其能量转化系数&
在斐波那契准晶和互生长模型［4］准晶研究成

果的基础上，傅秀军、刘有延等人［(］于"$$4年构造
了一种包括一维斐波那契准晶链模型（)3（"））和互
生长模型)3（’）在内的一类能用严格的高维投影法
得到的准晶模型（)3（!）），即一维斐波那契类准晶
（)*+,-.//*0/1.22G@.2*1.88*/72）&
由于)3（"）准晶与)3（!）准晶在结构特征上

的这种特殊性与普遍性的密切关系，因此按)3（!）
准周期序列排列的铁电畴光学超晶格系统将具有什

么样的二次谐波谱性质？它与)3（"）的有何区别与
联系？本文简介了一维)3（!）准晶的结构特征；严
格解析地分析了通过该系统的二次谐波光场的函数

关系；讨论了二次谐波谱的极强亮线的自相似性规

律；研究了二次谐波谱的缺级效应&

’ 间接投影法构造的)3（!）结构
特征

傅秀军、刘有延等人［(］用直接投影法构造的一

维斐波那契类准晶（)3（!））各个原子的位置到原点
的距离为

#" $"/,2!%2*-!&"8.-!&， （"）
其中 ‘&’&’表示对实数’的最大整数，!为投
影角，"为原子序数，且!满足
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!!是方程

%%#!%$$"’ （(）
的正根&由此法得到的准晶链与用生成法则为

’"’!$$(，("’!$$(’， （&）
生成的准晶链是一致的，皆为

)$"’，

)%"’!$$(，

)("（’!$$(）（’!$$(）⋯（’!$$(#$ %
）

!$$
’!$$(’，

)*")!*$$)*$% （*&(）， （)）
其中*为*+（!）的代数&
采用间接投影法，使得各个原子的位置到原点

的距离为

%+ "+#
$
#!

+
#!
， （,）

其中

#!"
$
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是方程

%%$!%$$"’ （.）
的正根&
一方面为了研究问题的方便；另一方面也由于

每种准晶格的性质主要取决于晶格原子的排布序

列，而不取决于原子的大小（对于一维准晶格而言，

即“原子”线段的长度），故我们对上述方法中生成的

(，’“原子链”长度进行归一化处理，从而使得长、
短线段的长度之比为

,(
,’ "#!

， （/）

而其生长规则与（&）式相同&

( 二次谐波的光电场-%

在小信号、平面波近似条件下，当单束激光束照

射在按斐波那契类准周期序列排布的铁电畴表面

时，基波光电场-$和二次谐波光电场-%将满足

0-%（%）
0% "$1(%!$

%

.%$/% 0
（%）-%$21

（.%$$%.
$）%，（$’）

其中

0（%）"
0((（正畴）；

$0((
’
(

) （负畴），
（$$）

$为基频波的圆频率，%$为二次谐波的圆频率，.$

为基频波波数，.%$为二次谐波的波数，/为真空中
的光速&
由（$’）式可知，二次谐波光场通过+ 层按*+

（!）准周期序列排布的铁电畴系统之后将变为

-%（+）"$
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其中

%!"!%$$%!$& （$(）
一般地

2%!2" !%$$%!$ "&!&
（!%345"%$!$345"$）

［/］，

（$&）
其中!%为介质对二次谐波光的折射率，!$为介质
对基频光波的折射率，"%为二次谐波光的折射角，
"$为基频光波的折射角，&为基频光在真空中的波
长&特殊情形下，垂直入射时，"%6"$6’，则

"."2"!2" !%$$%!$ "&!&
（!%$!$）&

（$)）
由74894:58;等人［$’］的研究结果可知

%"2%2#｛%｝， （$,）

其中｛%｝为%的小数部分，则

2%2"%$｛%｝， （$-）

由（,），（$-）两式可得
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又由（-）式可得
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其中

#（’）!#%#’!
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’
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则原子位置由（!"）式确定的晶格在倒空间的傅里叶
变换式，即其布拉格衍射峰的位置由下式的波数*
决定［#"—#!］

*+,"
!"
#%#
!!$

+%,!（ ）
$
， （!!）

或

*+,"
!!（,%+!$）

!$%
#
!$

， （!%）

其中+和,为任意整数)
由于二次谐波光场的所有性质只决定于该铁电

畴系统的畴的排布序列，而与其各畴层的绝对厚度

尺寸无关，只与两种畴层的相对厚度尺寸有关，故可

令

-!!$%
#
!$
!!$./%.0， （!$）

其中畴层的厚度为［&］

./ !./#%./!!.%.（#%#）!.（!%#），

.0!.0#%.0!!.%.（#(!$#）!.（!(!$#），
（!&）

如图#，图!所示)则

-!!$.（!%#）%.（!(!$#）!!.（#%!$），
（!’）

其中.为结构参量厚度，根据实验需要，其绝对数值
可以改变；#为结构序列调整参量，可根据系统的序
列性质需要适当调整)本系统的序列性质由于（!$）
式的限定，故

./
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由（!$）式代入（!%）式可得
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由（#)）式与（!!）式可得
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图# 按斐波那契类中的,-（%）准周期序列排布的铌酸

锂铁电畴超晶格系统（箭头表示铁电畴的自发极化方向；

’表示光电场的传播方向；’表示各铁电畴畴壁沿’方
向的位置坐标）

图! 该准周期铁电畴超晶格系统的两种结构

单元示意图（/ 单元和0单元皆由正、负铁电
畴层所组成，其畴层厚度及厚度所满足的关系

式见（!&）式，（!(1#）式）

则

.**+,’" !.*!!
+%,!（ ）$ ".*!!,(
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"
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第一个因子的值为#，第二个因子的值属于［"，

*2+,］，其中

2+,"!!,(
*+,
!$
) （%#）

由于

"#
"
!｛ ｝$ $#， （%!）

由（%"）式和（%!）式可推出
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其中
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则对于有限个原子的./（.）系统
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由（,0）式即可得出
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（,1）
由图’可知

)+(%)+(’’,01’%)+(’’,0， （,2）
所以
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（,3）
由（,1）式和（,3）式可得

!（)+(’’）,!（)+(）%!（)+(’’）（’,&,
""0）

%!（)+(’’）+)"*
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将（,1）式和（,4）式代入（’+）式可得
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这就是严格解析得出的从该准周期铁电畴超晶格系

统出射的二次谐波光场的函数表达式/

- 二次谐波谱的极强亮线的自相似性

由（-%）式的二次谐波光场函数式可以看出，由
于"函数的限制作用，使得二次谐波光场的峰值
（亮线）出现在

""%"#$$
+!（$’#!.）

5 %
!（$’#!.）
0（’’!.）

（-’）

的地方/由（-%）式可知，二次谐波光场2+的极大峰
值（极强谱线）出现在

-#$%
!!.
’’!+.
（$!.,#）!%6&#$ !!.

（-+）
处/和斐波那契准晶格相类似，由傅秀军等人［3］的
研究结果知道，对于所有的自然数#和$，只有当它
们分别为相邻两代的斐波那契类准晶格的原子序数

时，其比值#／$才是最接近于无理数!.的值的有
理数近似/即此时
（#，$）%（./（.）7，./（.）7,’），（7’+），
初始值 （./（.）+，./（.）’）%（.，’）， （-,）
其中7为用生成法得到的./（.）准晶格链的原子
数为#的代数/
由上述讨论知道，二次谐波光场的极大峰值（极

强亮线）出现在同时满足（-’）式和（-,）式的地方/
在实空间，考虑结构参量厚度与二次谐波谱峰

的关系时，即考虑给定波长$%的基频光，则相应的
基频光和二次谐波光的折射率.’和.+皆保持不
变/例如，对于6"789,晶体，在室温时，对于波长$%
:’;,’3##的基频光，则相应的基频光和二次谐波
光的折射率分别为

.’%+;’-0,，.+%+;’42%（$%%’;,’3##），
（--）

由（’0）式和（-’）式可得

（""）#$%
!（$’#!.）
0（’’!.）

%-!$%
（.+%,.’%），

即

0#$%
$%（$’#!.）

-（.+%,.’%）（’’!.）
/ （-0）

对于二次谐波光场的极大峰值（极强亮线）由

（-,）式可以推出

$’#!.%!7.（7’+）， （-1）
其中7为用生成法得到的./（.）准晶格链的原子
数为$的代数，则（-1）式代入（-0）式可求出二次谐
波光的极大峰值（极强亮线）处的结构参量厚度满足

0#$%
$%!7.

-（.+%,.’%）（’’!.）
%0. （7’+）/

（-2）
（-2）式的结果在.:’，即对于斐波那契准周期超晶
格系统（./（’））的情形与文献［+，0］的相应结果很
不一致，而与文献［,］的相应结果相似/
由（-2）式可以证明

07’.07’’%07’+ （7’+）， （-3）
显示出二次谐波光的极大峰值（极强亮线）以结构参
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量厚度为变量时在实空间的自相似特性!
在倒空间考虑到色散效应对二次谐波谱的影

响，则

"#$%"#$!!"#$" （#""）， （#$）

或

!（ ）! #
$% !（ ）! #$!

! !（ ）! #$"
（#""），（%&）

故此类情形下的二次谐波光场的极大峰值（极强亮

线）的自相似性被破坏!

% 二次谐波谱的缺级效应

由（#&）式可知，二次谐波光场的振幅由于正弦

因子’()（!&"／"）的调制作用，当’()!&"（ ）" *&，即

!&"
" ’(" （%!）

时，原有的二次谐波光谱线将缺级，其式中的( 为
整数!由（%!）式和（#!）式可知缺级效应发生的条
件为

!&’""(" ’
""（)$*"%）
""（!$"%）

，

即

)$*"%’"(（!$"%）! （%"）

对于任意整数( 和任意大于等于"的正整数#而
言，方程

"(（!$"%）’"#% （%+）

无解，故由（%+）式，（%"）式和（#,）式可知，满足条件
（%+）式的二次谐波光谱的缺级效应只发生在其较弱
的峰值（暗线）处，而不会发生在其极大峰值（亮

线）处!

, 结 论

本文首先简介了用间接投影法生成的斐波那契

类准晶（-.（%））的基本结构特征!然后在小信号、平
面波近似的条件下详细地研究了通过+ 层按斐波
那契类准周期系列排布的铁电畴超晶格系统的二次

谐波光场，并得到其严格的解析函数式!接着，利用
其解析式的#函数和正弦函数的调制作用，详尽地
研究了二次谐波光的谱性质!发现其谱的极强峰在
实空间，具有完美的自相似性；当考虑色散效应时极

强峰的这种自相似性将被破坏!另外，二次谐波光的
暗线处将存在缺级效应；亮线处则无缺级效应!
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