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!国家高技术研究发展计划激光技术专业组（批准号：&!’)*#%)()")#）资助的课题+

从圆柱坐标系下的,-./012位函数的齐次标量34567-589方程出发，引入慢波驻波概念及其场表达式，利用

,-./012位函数的边界条件及相邻子区公共界面上的场匹配条件，导出了整腔结尾的谐振腔链内角向均匀:;模的

色散关系及场分布的解析表达式+运用该解析法对实际器件———四腔渡越管振荡器进行了求解，求得的谐振频率

与实验中测得的微波频率一致，求得的场分布与数值法得到的场分布十分符合+
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# 引 言

整腔结尾的谐振腔链的色散关系及场分布已有

不少研究!研究方法分三大类：实验测试法、解析法和

数值法!实验测试法中谐振频率用扫频法测量，场分

布用微扰法测量!实验测试法误差较大，且高阶模难

以激励!解析法又分为两种：等效电路法［#］和行波合

成法［"，’］!但这两种解析法所求的场分布都仅是轴线

上的轴向电场"#，并未求出谐振腔全域内的"#，"!
及$"场!在弱流加速器中，电子束一般是很细的实

心束，并从加速腔轴线上通过，所以知道轴线上场分

布就够了，轴线上"!，$"都为零，只有"#场!而在高

功率微波器件中，所用的是强流相对论电子束，束截

面较大，不能看作近轴束，仅知道轴线上的场分布是

远远不够的，应该设法求出腔内全域的场（"#，"! 及

$"）!=46>4在解析求解?@A全域内场分布时，采用

的是等效单周期慢波结构的方法［*］，而整腔结尾的%
腔谐振腔链却无法等效为慢波结构!数值方法是直接

从麦克斯韦方程组和电磁场的边界条件出发编程序

进行计算的一种方法［<］，它能给出腔内全域的场分

布，而且精度也可达到很高，但有时大量的计算数据

会掩盖清楚的物理概念［!］!
为此，本文提出一种新解析法，即在引入慢波驻

波后，用场论的分析方法直接求解整腔结尾的% 腔

谐振腔链的色散关系及场分布!由于在各子区域的

公共界面上采用严格场匹配，所以推导出的色散方

程很精确，只要计算项取得足够多，求出的谐振频率

和场分布也可以达到很高的精度!这种解析法与数

值法得出的结果一致，与数值法相比，它显得过于繁

杂，但它却有清晰的物理概念，还能求出慢波驻波区

各空间谐波分量的相对大小，这对进一步研究谐振

腔链中束波互作用的机理有重要的意义!

" 整腔结尾谐振腔链角向对称:;
模的场分量表达式

$%& 整腔结尾谐振腔链求解区域的划分

图#为整腔结尾的% 腔谐振腔链的结构示意

图!图中圆波导内半径为&，中心圆孔半径为’，盘

的厚度为(，两盘之间的间隙距离为)，空间周期为

图# 整腔结尾的%腔谐振腔链的结构示意图
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!，!!""#，谐振腔链的总长度为$，$!%!&将谐

振腔链分成%"#个求解区域，求解区域的划分示

于图#&

!"! 角向均匀#$模在各区的场分量表达式

#）%"#区 慢波驻波区，$!!!’，$!(!$
若周期系统两端不短路，则%"#区为慢波区&

由周期系统的弗洛奎定理（%&’()*+’,+-*’.*/）［0］知，该

区角向均匀12模的)函数应具有以下形式：

) * "
3

+*,3
-+.+（!）*,4"+(，， （#）

式中

.+（!）*
/$（0+!） 当 "+ !1，

2$（#+!） 当 "+ #1
$
%

& ，
（5）

"+，0+，#+ 的表达式见（0）式&
若将周期慢波系统两端短路，则%"#区的慢

波将形成驻波，故%"#区的) 函数为

)%3#* "
3

+*,3
-+.+（!）（46’,"+(35,78"+(），（9）

这里的驻波是由无穷多个空间谐波的驻波叠加而成

的&在 纵 向 短 路 面(!$和(!$ 上，（!)／!(）

’(!$，$!$，得

"+$*6+" 6+*$，#，5，⋯，3& （:）

对于基波而言，+!$，因此"$$!6$"，即

"$!*6$"／% 6$*$，#，5，⋯，%， （;）

"$!表示基波通过一个空间周期的相移$$，亦即工

作模式$$&由上式可以看出，对每一个电磁模式（如

12模），谐振腔链都有%"#个工作模式，$，"／%，

5"／%，⋯和"模，实际上只有前% 个，"模不存在

（分析见后）&
综上所述，%"#区的) 函数为

)%3#（!，%，(）* "
3

+*,3
-+.+（!）6’,"+(， （<）

式中

"5+305+*15*&5’( 当 "+ !1，

"5+,#5+*15*&5’( 当 "+ #1，

"+*"$35"+／! +*,3，⋯，$，⋯，3，

"$*6$"／$*6$"／（%!） 6$*$，#，⋯，%，

（0）

式中1为相移常数（不同空间谐波的相移常数相

同），"+，0+ 分别为+次空间谐波的纵向相移常数和

横向相移常数&当’"+’#1时，0+ 为虚数，为了方

便，常令0+!4#+&

利用圆柱坐标系下场分量与=’.>87,位函数的

关系式［?］可求出%"#区的场分量

7(，%3#*"
3

+*,3
05+-+.+（!）6’,"+(， （?）

7!，%3#*,"
3

+*,3
"+-+.8+（!）,78"+(， （@）

9%，%3#*,"
3

+*,3
4&(-+.8+（!）6’,"+(， （#$）

式中

.8+（!）*
A.+（!）

A!
*
,0+·/#（0+!）当 "+ !1，

#+·2#（#+!）当 "+ #1
$
%

& &
（##）

5）/区 径向线区，’!!!:，（/B#）!!(!
（/B#）!""

#区至%区都是径向线区，/区是这% 个径向

线区中的任意一个，/!#，5，⋯，%&这% 个区域场

的性质完全相同，都是驻波场，只是由于它们在慢波

系统中所处的位置不同而具有不同的相位&分析知，

第/个径向线内角向均匀12模形成驻波场的)
函数可表示为［@］

)/（!，%，(）*"
3

6*$
46，/;’6（!）6’,（"’6（(,（/

,#）!））6’,/,（ ）#5 "$!& （#5）

/区的场分量为

7(，/*"
3

6*$
05’646，/;’6（!）6’,（"’6（(,（/

,#）!））6’,/,（ ）#5 "$!， （#9）

7!，/*,"
3

6*$
"’646，/;8’6（!）,78（"’6（(,（/

,#）!））6’,/,（ ）#5 "$!， （#:）

9%，/*,"
3

6*$
4&(46，/;8’6（!）6’,（"’6（(,（/

,#）!））6’,/,（ ）#5 "$!， （#;）

式中

"5’6305’6 *15*&5’(，

"5’6,#5’6 *15*&5’(， （#<）

"’6 *6"／" 6 *$，#，5，⋯，3

;’6（!）*"’6（:）.’6（!）,.’6（:）"’6（!），（#0）
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!"#（!）$
%!（&"#!）当""# !’，

(!（#"#!）当""# "’
#
$

% ，
（"#$）

)"#（!）$
*!（&"#!）当""# !’，

+!（#"#!）当""# "’
#
$

% ，
（"#%）

,-"#（!）$)"#（.）!-"#（!）/!"#（.）)-"#（!），（"&）

!-"#（!）$
/&"#%"（&"#!）当""# !’，

#"#("（#"#!）当""# "’
#
$

% ，
（’!$）

)-"#（!）$
/&"#*"（&"#!）当""# !’，

/#"#+"（#"#!）当""# "’
#
$

% 0
（’!%）

为了区别，这里给径向线区物理量加了一个下标"0
由径向线区场分量表达式不难发现，当"!1(!

时，所有径向线区的场均为零0由此可知，整腔结尾

谐振腔链不存在!模0这一结论与文献［)］一致0

) 整腔结尾谐振腔链角向均匀*+
模的色散关系

利用各子区间公共界面上场匹配条件，推导出

场表达式中*,"组待定系数23（3(-.，⋯，!，

⋯，.）及4#，%（#(!，"，⋯，.，%("，’，⋯，*）所

满足的线性方程组，由线性方程组有非零解的条件

得出色散关系0
让切向电场56在!("柱面上处处匹配，得

523$
’
7&

*

%$"
/01%/（ ）"’ "!1&

.

#$!
54#，%(4#3，（ ）% ，

（’"）

式中

523$&’323!3（"）， （’’）

54#，%$&’"#·4#，%·,"#（"）%$"，’，⋯，*，

（’)）

(4#3，%为两个余弦函数乘积在%区的积分值0

(4#3，%$’
（%/"）18)

（%/"）1
/01""#［6/（%/"）1］/01"36260

（’3）

让切向磁场9$在!("柱面上处处匹配，得

54:，%$
&’":
;":

’

)/01%/（ ）"’ "!1
&
.

3$/.

;3
&’3
(445，%

·523 :$"，’，⋯，.，

54!，%$
&’"!
;"!

"

)/01%/（ ）"’ "!1
&
.

3$/.

;3
&’3
(4!5，%

·523 :$!，

%$"，’，⋯，* （’6）

式中

;":$,-":（"）／,":（"）:$!，"，’，⋯，.，（’7）

;3$!-3（"）／!3（"）3$/.，⋯，!，⋯，.0（’8）

（’"）和（’6）式表示待定系数523，54#，%（%("，’，

⋯，*）之间的关系0将（’6）式代入（’"）式，经过运

算，得

&
.

<$/.

’
7)
;<
&’<
’&

.

:$!

&’":
;":&

*

%$"
(4:<，%·(4:3，［｛ %

/
&’"!
;"!&

*

%$"
(4!<，%·(4!3， ］% /%< ｝3 52<$!

3$/.，⋯，/"，!，"，⋯，.， （’#）

式中

%<3$
" <$3，

! <(3｛ 0
（’&）

这里需说明，本文中整型变量<和3具有相同的取

值范围（-.，.），整型变量:和# 也具有相同取

值范围［!，.）0
（’#）式即为待定系数52<所满足的方程组0它

是一个由无穷个方程（3从-.到.取值）组成的齐

次线性方程组，每一个方程又有无穷个未知量52<
（<从-.到.取值），每一未知量52< 前的系数又

是一无穷级数0该齐次线性方程组有非零解的条件

是其系数行列式的值为零0
29:（=（’，"!））$!， （)!）

式中无穷方阵=（’，"!）的第3行第<列元素=3<
（’，"!）为

=3<（’，"!）$’7)
;<
&’<
’&

.

:$!

&’":
;":&

*

%$"
(4:<，%·(4:3，［ %

/
&’"!
;"!&

*

%$"
(4!<，%·(4!3， ］% /%<3

3，<$/.，⋯，!，⋯，.0 （)"）

（)!）式即为所求的整腔结尾的* 腔谐振腔链角向

*+模的色散关系0它是一个代数方程，其等号左边

行列式的计算遇到了无穷阶问题0此外，在计算行列

式每一元素=3<（’，"!）时又遇到了无穷项求和问

题0实际计算时，对这两个“无穷问题”处理的一般方

法是：根据计算精度要求，对行列式截取有限阶、对

元素=3<（’，"!）截取有限项进行数值计算0

3 整腔结尾谐振腔链角向均匀*+
模的场分布

在某一工作模式（即给定"!值）下，由色散方程

"6’"8期 范植开等：谐振腔链色散关系及场分布的解析研究



（!"）求解该工作模式的固有角波数!，!值有很多，

它从小到大排列，每一个!值对应着一个电磁模

式，第一个!值（最小的）对应#$"%"模，第二个!值

对应#$"&"模，以此类推"
把某一电磁模式下某一工作模式的!值代入

（&’）式，并令#$"(%（原因见文献［)］），可计算出

其余的#$%，亦即确定了该模式下慢波驻波区的全

部待定系数#$%，进而由（&*）式可确定该模式下所

有径 向 线 区 的 待 定 系 数#&’，("最 后，由#$) 和

#&*，(不难计算出$) 和&*，("把它们代入各区场表

达式，就计算出了该模式下各区的场分布"

* 对实际器件———四腔渡越管的求解

四腔渡越管的高频结构就是一个整腔结尾的四

腔谐振腔链，其尺寸为+()+,-.，,(/-.，圆盘

厚度-("+*-.，两盘之间的间隙距离.(*-.，空

间周期/(.0-(*+*-.，谐振腔的总长0(//(
&&-."

!"# 四腔渡越管的谐振频率

编程序求解色散关系（!"）式，得出四腔渡越管

的谐振频率见表%"四腔渡越管#$"%"模的色散曲

线示于图&"由于四腔渡越管的高频结构是一个四

腔谐振腔链，所以它的每一条色散曲线实际上都只

是/个离散的色散点，!模所对应的色散点实际上

不存在"
表% 四腔渡越管#$"%"模下各谐振模式的频率

谐振模（!"(""/） 谐振频率1／123

"模 %+"!"

!／/模 %+&&"

&!／/模 %+&4"

!!／/模 %+&),

（!模） （%+/,4）

注：!模因其场分量全为零，实际上不存在，所以!模相应的数

据加上了括号"

!"$ 四腔渡越管的场分布

四腔 渡 越 管 有 无 穷 多 个 角 向 均 匀 #$ 模，

#$"%"模，#$"&"模等，每一个电磁模式下都有/个

谐振模式（"，#／/，&#／/和!#／/），这/个模式的谐

振频率和场分布各不相同"这里以#$"%"模为例，利

图& 四腔渡越管#$"%"模的色散曲线

用第!节的方法逐个求出该电磁模式下各谐振模式

的场分布"为了节省篇幅，这里只示出#$"%"模下各

谐振模式#2场分布的曲面图（见图!、图*、图,和

图)）"此外，为了研究电子束通道上#2场的分布情

况，还示出了电子束通道上#2 场的分布曲线，见图

/、图4、图’、图%"中实线"四腔渡越管实验所用的

电子束是环形电子束，其内半径为&+’-.，外半径

为!+*-.，束厚度为"+,-.，故该环形束的中心处

3(!+&-.，用该处#2的轴向分布可表示束流通道

上#2沿轴向的分布"图/、图4、图’、图%"中虚线表

示靠近圆盘内孔壁处（3(!+)-.）#2 沿轴向的

分布"

!"% 对四腔渡越管!"场的分析

图!、图*、图,和图)示出四腔渡越管各模式

#2场的曲面分布图"由它们可以看出渡越管径向线

区（,!$!+）和慢波驻波区（"!$!,）#2 场的分

布具有明显不同的特征"在每个径向线区内，#2 场

都沿轴向等幅分布，而在慢波驻波区，#2 场沿轴向

并不是等幅分布，有点像余弦分布"不过这种余弦分

布随3的增大逐渐过渡到阶跃分布（见图/、图4、

图’和图%"中虚线），阶跃分布中每一段（对应一个

空间周期）可近似看作等幅分布"
图/、图4、图’和图%"示出四腔渡越管各模式

#2场在3(!+&和!+)-.处的轴向分布图"3(
!+&-.表示环形电子束（内半径为&+’-.，外半径

&*&% 物 理 学 报 /)卷



图! "模!"场分布曲面图 图# "模!"场在#$!%&，!%’()处的轴向分布图

———为#$!%&()，···为#$!%’()

图* !／#模!"场分布曲面图 图+ !／#模!"场在#$!%&，!%’()处的轴向分布图 图注同图#

图, &!／#模!"场分布曲面图 图- &!／#模!"场#$!%&，!%’()处的轴向分布图 图

注同图#
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图! "!／#模!"场分布曲面图

图$% "!／#模!"场#&"’(，"’!)*处的轴向分布 图

注同图#

为"’+)*）的中心，该处的场可表示环形电子束通

道上的!"场，电子束正是与此处!" 场相互作用产

生微波振荡，所以此处的场分布是我们最关心的，为

了醒目，在图中用实线表示$#&"’!)*表示径向

线区和慢波驻波区的交界面，此处!" 的分布（图中

的虚线）在每个腔内基本上接近等幅分布$比较#
&"’()*和#&"’!)*两条曲线，易知：除零模外，

在两区交界面处!" 场幅值最大，离开交界面处幅

值相对降低，由此可通过改变电子束与交界面的距

离来调节电子束与微波场相互作用的强度$
由第$节的分析知，整腔结尾的谐振腔链中不

存在!模，所以四腔渡越管不存在!模，但由四腔渡

越管!"的分布图来看，四腔渡越管中有一个模式

的场分布与!模场分布相似，它是"!／#$由图$%可

以看出，这个模式的!" 场在不同的腔内依次反向

振荡，只是振荡幅度不是等幅的，在近似处理中，可

以把这个模式当作等幅!模场，从而可以引用!模

驻波场中渡越时间效应的理论来描述该渡越管中的

渡越时间效应$
由四腔渡越管!" 场分布图可知，某一谐振模

式下!"场沿一个空间周期的相移即为该模式的!%
值（!%&"%%）$如"!／#模!" 场沿一个空间周期的

相移就是"!／#，沿整个四腔渡越管的相移就是#,
"!／#&"!，由图$%中的实线极易看清这一点$

- 结 束 语

本文在引入慢波驻波的基础上，用场论的方法

直接解析求解整腔结尾的& 腔谐振腔链的色散关

系及谐振腔链内全区域的场分布，得到与数值法相

同的结果$与文献中常用的两种解析法———等效电

路法和行波合成法相比，该解析法的精度要高得多，

它能计算出场分布的精细结构，而文献所用的解析

法只能计算出场分布的大概轮廓，但两者所揭示场

分布的规律基本一致$这验证了本文解析法的正确

性，证实了用它来解决实际问题的可行性及有效性$
本文解析法，还能求出整腔结尾的&腔谐振腔

链内慢波驻波各空间谐波分量的大小，有助于进一

步研究谐振腔链中束波互作用的机理$
此外，在本文的解析法中，作者提出了一些自己

的见解，如慢波驻波表达式、径向线内驻波场相位的

表达式及谐振腔工作模式在场表达式中的表示形

式等$

［$］ ./0/1234，5/6/7389，1:;38<0))393<8=2<>（ 72<=?@A2998;B

CDE9:>?:;FG2*H8;I，0*>=3<B8*，$!J%），H/-+/
［(］ 5/K/63L3;>33，M93)=<2*8F;3=:)N924O8L3NI>=3*>（P2?;O:@

93I8;BN2;>，Q;)/，734R2<S，$!-#）/
［"］ N/R/G?3;，’()*!+,-)./*.0(102+3&415,2-/*.0(10，!

（$!T(），+#-（:;G?:;3>3）［陈 森 玉，高 能 物 理 与 核 物 理，!
（$!T(），+#-］/

［#］ 5/O/13*S3，6$7%%5$/*.0$，"#（$!!(），##((/
［+］ 0/U8=V，1:;38<0))393<8=2<>（72<=?@A2998;BCDE9:>?:;FG2*@

H8;I，0*>=3<B8*，$!J%），H/-$J/
［-］ P/M/5243，72;9:;38<M93)=<2;@O8L3Q;=3<8)=:2;C?3;2*3;8

（0)8B3*:)C<3>>，734R2<S，$!-+），G?8H/$/
［J］ W/0/O8=S:;>，X2H:)>:;M93)=<2*8F;3=:)X?32<I（O:93I，734

R2<S，$!+T），H/$/
［T］ U/Y/Z?8;F，W/P/1:，M93)=<2*8F;3=:)X?32<I:;K:)<248L3

8;B[H=2393)=<2;:)>（CDE9:>?:;FA2D>32\M93)=<2;:)Q;BD>=<I，

63:]:;F，$!!#），H/(+!（:;G?:;3>3）［张克潜、李德杰，
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微波与 光 电 子 学 中 的 电 磁 理 论（电 子 工 业 出 版 社，北 京，

!""#），第$%"页］&
［"］ ’&(&)*+，,-&.&/-0121（30242+567*89*:0;<-==>，?-2+*@A

<*80BC=DE+52+0072+5,-C12<1，30242+5，!"""），F&G$（2+?-2A

+010）［范植开，博士学位论文（中国工程物理研究院北京研

究生部，北京，!"""），第G$页］&
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%%$!S期 范植开等：谐振腔链色散关系及场分布的解析研究


