
一维库仑三体系统中电子碰撞导致的

（!，"!）电离截面

段 斌 白在桥 顾 雁
（中国科学技术大学天文与应用物理系，非线性中心，合肥 !"##!$）

（%&&&年%%月%’日收到；!###年%月%#日收到修改稿）

用经典力学的方法，研究了三种不同类型的一维库仑三体模型在总能量大于零时（(，!(）电离截面与总能量的

关系)发现了不同的模型的（(，!(）电离截面有不同的阈值行为；即*波模型，共线(+!(+和!(+(+模型的（(，!(）电

离截面在阈值附近分别遵守线性律，,-../(0定律和平方根律)还对所得数值结果作了理论分析)

关键词：库仑三体系统，经典动力学，（(，!(）电离截面

#$%%：#’12，"13#4

% 引 言

用经典力学方法研究库仑三体的电离现象，可

以追溯到%&’"年,-../(0的工作)根据双电子逃逸

的主要特征和准遍历假设，他得到了5(原子双电

子电离的（(，!(）截面（记为!（(，!(））对总能量"在

阈值（"6#）附近有幂次的依赖关系，即

!（(，!(）!""， （%）

其中"6%1
%##!+&
1!（ ）+%

%／!
+%1

，!是核电荷数［%］#

,-../(0定律是关于双电子电离的少有的确定性结

论之一，至今关于它的讨论仍在进行［!—1］#随着实

验上激光原子光谱技术的进展和理论上对量子混沌

的探讨，近年来库仑三体系统的经典动力学成为备

受人们关注的课题#人们提出了一些简化模型，其中

包括*波模型，共线(+!(+和!(+(+模型，在其中

发现了丰富的物理现象#在以往的研究中，人们关心

的主要是束缚运动#于是自然要问，,-../(0定律是

否对这些简化模型也适用？进而，如果答案是否定

的，那么是什么决定了它们的双电离行为？为此，我

们用几何方法，研究了上述三个一维库仑三体模型

的（(，!(）电离截面与入射能量之间关系，发现它们

有各自的阈值规律#

! 模型和一般考虑

我们要考虑的三个模型简介如下：

（/）共线(+!(+模型 在此模型中，三个粒子

被限制到一条直线上，两个电子分别处在原子核的

两边［’—2］#采用原子单位$(6%6%（下同），系统的

哈密顿量可写为
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其中+,"#和(,是电子（,6%，!）的径向坐标和动

量#研究发现，当"##时，这个模型的有界运动完

全混沌，而且几乎所有的初始条件都会导致一个电

子的逃逸（自发电离）#
（//）*波模型 在*波模型中，氦原子或类氦离

子被表述为两个带电+%的球壳在电荷为!的核周

围收缩和扩展［3，&］，其哈密顿量写为

&*’
(!%
!)

(!!
!*

!*%
+$ *!+#
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其中+$68-9｛+%，+!｝，+#68/.｛+%，+!｝#系统的主

要特点是在+%$+!或+%#+!区域内两个电子间没

有耦合#*波模型与共线(+!(+模型有形状非常相

似的势函数，只是这里势函数在+%6+!处不光滑#
这点差异将导致两个系统具有完全不同的阈值行

为，虽然它们的整体动力学很相似#
（///）共线!(+(+模型 三个粒子也是在一条

直线上运动#但是这里两个电子在原子核的同一边#
系统哈密顿量为
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# （1）

核电荷数!，满足%#!#;#当"##时，这是一个
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典型的近可积系统!其中稳定的周期轨道很好地解

释了实验上发现的钡原子双电子激发态的冻结行星

构型，因而这个模型曾引起人们的极大兴趣［!，"，#$］!
以上三个系统都有奇异性，如果一个（或两个）

电子的位置坐标为零，即发生二体（或三体）碰撞时，

势能发散，运动方程没有定义!但是，二体碰撞与三

体碰撞之间有着本质的不同!前者存在于三个体系

中，而且通过标准的处理，如%&’())*+,-./01(-,2,3
变换，奇异性可以从方程中消去，即二体碰撞是可以

规则化的!三体碰撞则不然，简单的计算和分析表

明，它只能存在于共线,4",4模型!只要轨道充分

接近三体碰撞，其中一个电子会以任意大的能量逃

逸，所以这种奇异性不可规则化［5］!此外，这些势函

数都是位置坐标的齐次函数，因而体系具有标度不

变性!在我们的工作中有两处用到这一性质!首先，

在散射实验中，我们可以固定内电子能量为4#，只

改变入射能量!就可以穷尽所有可能的散射条件!
其次，也可以把前面的不同能量#6!4#的系统标

定成#6#，从而放在同一等能面上研究!
在研究两个自由度的哈密顿系统时，最方便的

几何化方法是取庞加莱截面（’&72)8,/2’,8(-/*，缩

写为191），而把动力学变成一个二维保面积映射，

即庞加莱映射$!注意这里的特殊性，由于我们处理

的是无界系统，可能庞加莱映射并非在%&%上都

有定义!利用电子的交换对称性，可以把191选在

内电子与核碰撞处!这样，外电子的位置坐标’和

动量(成了191的自然坐标!为了避免(在’!$
时的发散，可以用)6’#／:(代替(!

;（,，:,）电离截面"（,，:,）

由于（,，:,）电离轨道的终态是双电子逃逸，我

们先在191上确定双逃逸轨道的位置!定义双逃逸

区为所有双电子逃逸轨道与191最后一次的交点

集，记为*,!*,的边界线+,对应双电子逃逸临界

轨道，即当,!<=时，内电子的能量趋于零!称+,
为临界双逃逸流形!作时间反演变换，)!4)，*,
变成双入射区*-，+,变成临界双入射流形+-!系
统的（,，:,）散射决定于+,与+-及其在庞加莱映

射下 的 像 的 相 对 关 系!如 果 有 正 整 数- 满 足$-

（+-）6+,，则双入射的轨道都终止于双逃逸，反

之，所有双逃逸轨道都起始于双入射，（,，:,）散射就

不可能发生!这种情况一般只在系统完全可积时才

图# "6:时三个模型的临界双逃逸流形+,（实线）和$（+-）

（点划线）以及两根单电子入射系综曲线（虚线） （)）为共线,.
",.模型，实线阴影区为（,，:,）电离散射，虚线阴影区为（:,，,）俘

获散射；（>）为’波模型；（8）为共线",4,4模型!（>）和（8）中

的横坐标为/6（’#）#／:!三模型的（,，:,）电离的阈值!8依次为

#，#?#"@555，:;?AB"!:
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出现!一般情况下，"#（$!）与 $"相交，从而给出

了#$#上关于（"，%"）电离散射和（%"，"）俘获散射的

区域!我们的三个模型都属于后面这种情况!在确定

出各个通道对应的区域之后，我们可以制备固定入

射能量的单电子入射完备系综，它与由临界流形分

割成的各个区域的相交情况刻划了相应通道的反应

概率!把无量纲的概率变成截面的方法之一是乘上

一个面积因子，比如入射能量的倒数&／!（它相当于

波数平方的倒数）［’］!
在图&中，我们画出三个系统的临界双逃逸流

形$"和"（$!）以及两根具有不同能量的单电子

入射系综曲线!可以看出，在三个系统中 $"和"
（$!）都相交，所以（"，%"）散射都可能发生!但是，它

们的几何位置和光滑性有显著的不同，这决定了（"，

%"）散射不同的阈值行为!
首先，在共线"(%"(模型中，$"（以及"（$!））

由两段光滑曲线构成，它们在纵轴上相切形成一个

尖角（图&（)））!可以证明，$"的两个光滑分支在尖

角处的相切指数就是"（定义及证明见后）!入射系

综曲线随着!减小逐渐向左移动，当!!&时靠近

纵轴&
—
*+!由它们与$"的相对关系可知，（"，%"）

电离阈值’,*+，而且在阈值附近（"，%"）截面遵从

-)..!"/幂次律（图%）!

图% 共线"(%"(型氦原子在阈值附近的（"，%"）电离截面

实线是拟合直线（0.#（"，%"）*(12+3%4&2+510.’），%*
%时，""&2+56

其次，7波模型与共线"(%"(模型的情形很相似，

$"（以及"（$!））也是由两段光滑曲线构成!但是这

里两个光滑分支在)#+的地方以有限角度相交（图

&（8））!于是立即得出，（"，%"）电离存在正的阈值’,，

在阈值附近（"，%"）截面线性地依赖于’(’,!

图1（"，%"）电离截面#（"，%"）与入射能量!之间关系（%*%〕

（)）为共线"(%"(模型；（8）为7波模型；（,）为共线%"("(

模型

最后，共线"(%"(模型中$"与"（$!）都是整

体光滑曲线而且远离)*+的纵轴，所以（"，%"）电

离也存在正的阈值’,!考虑到入射系综曲线与$"
相交的情形（见图&（,）），在’,附近，#（"，%"）正比

于 ’(’$ ,!
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在三个系统中，!（!，"!）随"（"!"#）有相似的

变化形式（图$）!从"%"#开始，!（!，"!）先增后降，

形成一个单峰曲线!

& 结果分析

三个模型完全不同的电离阈值行为直接来源于

它们依次降低的奇异性!共线!’"!’模型拥有三体

碰撞，而这种奇点一般不可以规则化!事实上，系统

的整体动力学很强地依赖于奇点附近的轨道!(波

模型的奇异性稍弱，由于势能不光滑，不会出现三体

碰撞，但会导致一种双电子临界碰撞［))］!共线"!’

!’模型本质上是光滑的，它有最简单的电离规律!
下面我们将对共线!’"!’模型和(波模型的阈值

行为做一些理论分析!

!"# 共线$%!$%模型的&’(()$*定律

显著区别于其他两个模型的是，在共线!’"!’

模型中#!的端点$在%
—
%*的边界上，这是该体

系特有的三体碰撞导致的直接结果!为了研究三体

碰撞，一个方便的作法是利用系统的标度变换对称

性，写出约化方程［+］!首先选择标度变换不变量

（&)，&"，&$，,#）’（-.#/-0（("／()），

（()))*(")"）(+)／"，（())"+("))）(+)／"，(+$／",#），

（1）

其中(% (")2(" "
"!以上面的变量为约化坐标，可以

写出约化方程

,&)
,# ’&$

， ,&"
,# ’

)
"&

"
$*%

—
，

,&$
,# ’+

)
"&"&$+,-

（&)），

（3）

其中%
—
%(%#%

)
"

（&""2&"$）2,（&)），,（&)）%

’"（-.##4(&)2-.#(50&)）2（#4(&)2(50&)）’)!

%
—
%*定义了一个二维不变子流形，记作#*!#*上

的流一方面对应了.%*能曲面上的运动，同时也

描述(%*，即三体碰撞的极限行为!#*上的轨道

给出了边界%
—
%*上的庞加莱映射，#*上有两个

不动点，一个是/%（!／&，0*，*）（0*%（’",（$／

&））)／"），它代表.%*时的对称的双临界逃逸轨道，

另一个是它的时间反演点1%（$／&，’0*，*）!简单

的计算得出/点的稳定指数在#*上是

%)，"’
0*
& +)2 )**"+6

&"+"（ ）)
， （+）

而在离开#*的方向上是%$%0*!所以/点有扩展

到#*之外二维的不稳定流形/7和在#*上的一

维稳定流形/(!对称地，1 点有二维的稳定流形

1(，和一维不稳定流形17!所有进入三体碰撞奇点

的轨道都位于1(上，故1(也称为三体碰撞稳定流

形［+］!如 果 入 射 能 量"#)2，入 射 轨 道 充 分 靠 近

#*，只要它不经过不动点/的附近，其去向就主要

由与之接近的#*上的轨道决定!同时，因为.%*
时绝大部分都是单入单出的散射轨道，所以.#*2
时的双散射轨道只能在/点附近（以近似对称的形

式）出射!阈值附近双逃逸轨道的这个特征在 8-09
05!.早年的研究中已经指出!基于对这类轨道的分

析和准遍历假设，他得出（!，"!）散射截面的阈值行

为，即8-005!.定律!可以发现，在他的分析中并没

有考虑两个电子如何从入射时的非对称构型发展成

出射时近似对称的构型（即到达/点附近），也就是

说，没有考虑散射的动力学!当然，在他最初的讨论

中，逃逸之前在反应区的运动由量子力学描述，经典

力学并不需要回答这个问题!在纯经典分析中，我们

发现准遍历假设相当于三体碰撞不可以规则化!

图& 不动点/附近的双逃逸区 阴影区示出了它与

3"%*平面的交截区

/点附近的出射轨道的运动主要由它的不稳

定分量，即它在/7上的投影决定!为此，我们在/
点附近以它的三个本征方向为坐标轴建立局部坐标

系（3)，3"，3$），即,
,#34%%434!

所以曲面 #*和/7

分别由3$%*与3"%*确定!如果初始点的3)／3$
较大，轨道将与/点在#*上的不稳定流形一样，导

致单电子逃逸；反之，3$／3)较大，轨道将与/点离

开#*的不稳定流形一样，导致双电子逃逸!考虑到
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!
!"
!（"）／!

!!
"（"）#$%&’(#，$附近的双逃逸区必然由

!!!!"%!#"的形式给出，这里##!!／!"就是 )*&+
&,-.指数，而%#/是常数（见图0）#双逃逸区两边

的临界双逃逸轨道与!1为小常数的截面，记作$，

相交成两条光滑曲线，它们在$’$$处相切，形成

一个尖角#这个尖角的开口宽度& 与离$’的距离’
有幂次关系，&%’#，我们称这样的#为两条曲线的

相切指数，它是非退化变换下的不变量#
$点附近的双逃逸轨道逆时间演化第一次与

232相交得到(-，它的端点)由$’生成#二体碰撞

规则化时，可以在碰撞点附近用（*1，+
—

，*"
— ）写出没

有奇点的约化方程，这时232由*"
—#*"’,&1*!#/

确定，而（+
—

，*1）#（+
—

，,）是自然的坐标#因为$’

横穿$与232，在$’附近的映射非退化，所以--
的两个光滑分支在)也以指数#相切#

再来看入射系综#在图!（*）中可以看到每一个

完备的入射系综都可以表示为一段曲线，它的两端

都在边界+
—
#/上的#这两个端点代表无限接近三

体碰撞奇点的轨道#其中下端点.由/4第一次穿

过232生成，它与)点关于,#/对称，上端点是0
（.）#注意到)点处于.与0（.）之间，这意味着/4

与$’不重合，它是三体碰撞不可规则化的充分条

件［!1］#随着入射能量%&!5，这段系综曲线1（%）向

,轴靠近#这个现象是我们采用了约化坐标的结

果#如果采用物理坐标（2，3），当%&!5时，趋于一

条固定的曲线（2，3）#（’2（"），(3（"）），这里"是两

个电子初始的相位差#回到约化坐标系，系综曲线

（+
—

，,）)（（%6!）’2（"）’2!／1（"）(3（"）），随着%&!5
它以近似恒定的速度靠近,轴#另一方面，（-，1-）

散射概率正比于系综曲线落入(-尖角内的系统

数#在零级近似下，可以忽略系统密度在)点附近

的不均匀性#所以反应概率正比于系综曲线割(-
所得线段的长度#综上所述，当%&!5时，（-，1-）散

射概率正比于（%6!）##这样就在经典动力学的框架

内证明了)*&&,-.定律#最后需要指出的是，如果三

体碰撞可以规则化，比如)#0（.），入射系综与双

逃逸区的相对关系完全是另一种形式，)*&&,-.定

律（至少在经典过程中）就不适用了#

!"# $波模型的线性律

我们将从理论上给出’波模型电离截面在阈值

附近的线性律#假定’波模型中入射电子（不妨设是

-!）从渐近区进到核附近，第一次与内电子（-1）在2!
#21#"发生碰撞#简单的分析表明，此时只有31
#/，即碰撞是头对头，才可能发生（-，1-）电离［!!］#
经过这次-+-碰撞，两个电子的能量分别是4!#%
6!／"，41#!／"6!#此后-!继续向内碰到核并被反

弹，然后向外运动#下面两类轨道都可以导致（-，1-）

反应#第一类的"较小，第一次-+-碰撞后-!损失的

能量较多，以致它追不上-1#这时，只要"*"!+!／

%，就可以发生（-，1-）电离#散射后4!,41#第二类

的"较大，-!可以追上-1，设第二次-+-碰撞发生在

2!#21#"5#这样只需!／"6!／"56!*/，对应"""1
#"5／（"55!），也可以发生（-，1-）电离#这类轨道出

射时4!#41#总之，发生（-，1-）电离的条件是"-
［"!，"1］，而且"#"!，"1分别对应入射电子和束缚电

子临界逃逸的情况，它们给出了系综曲线与 --的

两个交点#当%#%$时，只有一根轨道可以实现（-，

1-）散射#如果视之为第二类（-，1-）电离，后一次-+-
碰撞发生在"5#!／（%6!），相应地有3!#31#我们

称这样的碰撞为双电子临界碰撞#所谓“临界”是指

它是介于有与没有发生-+-碰撞的中间状态（因而

一般情况下它们是两类（-，1-）散射的分界线）#轨道

出射时4!#%，41#/#同时，也可以认为这条轨道

没有发生后一次-+-碰撞，轨道在第一次碰撞之后

就以4!#/，41#%结束于双逃逸，这样它属于第一

类（-，1-）电离#所以此时"!#"1#!／%#
由于已知"!#!／%，问题的关键是根据两次碰

撞间时间关系

6（7，%8!"1
，"5）96（7，%8!"1

，"1）

:6（78!，!
"18

!，"5）86（78!，!
"18

!，"1）#

（7）

求出"1对%的依赖关系，这里"5#"1／（!6"1），而

6（7，4，"）+.
"

/
（1（497／2））8!／182

是电子在库仑场中从2#/到2#"的运动时间#知
道了"!，"1，可以求出电离概率#注意到两个电子在

第一次碰撞之前没有耦合，我们固定内电子的初始

位相，得到轨道21#&（6），然后改变入射电子通过

2!#2%的时间#不妨设在6#/时通过2$的轨道2!
#2（6）将导致第一类临界逃逸，即有2（6!）#&（6!）

#"!#考虑比它稍稍延迟的轨道2!#2（66!6）（!6
#/）#随着!6的增大，两个电子的第一次碰撞点逐

渐外移，直到!6#!; 时导致发生第二类临界逃

1"0! 物 理 学 报 09卷



逸，即有!（"!"!#）#!（"!）#$!%易知（$，!$）电离

概率"就等于!#／#，这里# !# !&"／!是内电子

的周期%利用前面的关系有

"!’!#’"%("（&’%，#，$%）’"（&’%，#，$!）

"’#%，

"!’"%("（&，’%，$!）’"（&，’%，$%）"#!%
所以

"(（#%)#!）／# （&）

设###’(!#（!#正的小量），把方程（)）在#’展成

泰勒级数，取一阶项，有

!$# %
（%)*（#’，&））#!’

!#， （%*+）

其中!$#$+"$#$+"%／#，*（#’，&）是

*（#’，&）

(
#!’／（#’’%）)#’（%’%／#’）,／!

-&,／! （#’’%）／&#! ’) （#’’%）／（&#’’%!（ ））

（%*.）

的简写%（%*+），（%*.）式代入方程（&）可以计算出电

离概率

"#
!$
&"

%
&#’’! %)

%
&#!（ ）
’

( %
&"（%)*（#’，&））#!’

%
&#’’! %)

%
&#!（ ）
’
!#

",!#， （%%）

即在 阈 值#’ 附 近，电 离 概 率（或（$，!$）截 面$
（$，!$））遵守线性律%当&#!时，#’#%/%0&111，代

入（%%）式，给出的线性系数,#*/*&!%数值计算结

果与之很好地符合%

- 总 结

利用临界双逃逸流形-$和单电子入射系综曲

线之间的几何关系，我们计算了共线$"&$"模型，2
波模型和共线&$"$"模型库仑三体系统的（$，!$）

电离截面$（$，!$）%-$的端点的位置决定了（$，!$）

电离的阈值.’%在共线$"&$"模型中.’#*，后两

个模型的.’$*，而且，共线&$"$"模型的.’要比

2波模型的大得多%-$的端点形状决定了$（$，!$）

在阈值附近的随（.".’）增长的形式，在三个模型

中分别是3+445$6幂次律、线性律和平方根律%我们

的理论分析表明三种完全不同的阈值行为直接来源

于系统不同的奇异性%

［%］ 78983+445$6，/01$%234%，!"（%&-,），)%18
［!］ :8;8<=+=，>8<8?@@5ABB，98;875@.ACD，5%/01$%，#$"

（%&)1），,-*%8
［,］ E8:8FA2B，/01$%234%63""%，%$（%&&G），%&&)；E8:8

FA2B，5%/01$%，#$%（%&&G），-&!,；E8:8FA2B，5%/01$%，

#$&（%&&-），,**,；E8:8FA2B，/01$%237%，$!%（%&&)），

!1%8
［G］ E8:8H$+I54，5%/01$%，#$&（%&&-），%G&-；E8:8H$+I54，

:8E87ACC+6C，5%/01$%，#’"（%&&1），0&,8
［-］ J8F5’=B$6，78K+44$6，>8354BI$4，/01$%234%，()&

（%&&,），G%)!8

［0］ >8354BI$4，J8F5’=B$6，78K+44$6，809:$，$（%&&!），%&8
［1］ L8M8;+5，N87O，E8:8NO+4，/01$;<9，*+&&（%&&)），%18
［)］ 789+4CP$，/01$%234%，(,"（%&&G），F,-0%；789+4CP$，

:8>6+$I$6，98H65$C65’=，/01$;<9，(+!%（%&&,），%%,8
［&］ 789+4CP$，:8>6+$I$6，38Q=6+，98H65$C65’=，/01$%

234%，()&（%&&,），,0&&8
［%*］ J8F5’=B$6，>8354BI$4，/01$%234%63""%，-,（%&&*），

%&0-8
［%%］ L8M8;+5，N87O，/01$%234%，.-"（%&&&），,)008
［%!］ F8:’7’=$$，=>43>";:>$-9"0%，$%（%&1G），%&%8

,,G%)期 段 斌等：一维库仑三体系统中电子碰撞导致的（$，!$）电离截面



（!，"!）#$%#&’(#$%)*$+++,)(#$%#%$%,-.#/,%+#$%’0
)$10$/2(3*,,-2$.4+4+(,/+

!"#$%&$ %#&’#&()&#* +",#$
（!"#$%&’"(&)*+,&%)()’-$(.+##/0".12-,03,，4"(&"%)*5)(/0("$%630"(3"，

7(08"%,0&-)*630"(3"$(.9"32()/):-)*420($，;"*"0 -.//-0，420($）

（1232452678$952:;2<7===；<254>26:?@A>3<4BC<23245267/D?@A?<E-///）
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