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采用()*+*,-.*))*,形式研究了.*+时空中的陀螺进动效应，得出了沿圆轨迹以任意常数角速度运动的轨道陀
螺进动的一般公式，当陀螺在赤道平面上沿短程线运动时，由一般公式出发可得到精确的轨道周期进动角公式/作
为特例，研究了静态0123,4+时空中的陀螺进动效应/将所得结果分别与5*))-6*783+和9*1::+*)-64)0:,);8时空中
的情形相比较，发现0123,4+耦合使陀螺进动速率减慢，轨道周期进动角减小/
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" 引 言

人们从弦理论出发已经得到一些有意义的经典

黑洞解/研究发现弦理论中不带电（或磁）荷的静态
和稳态黑洞度规解与广义相对论的.DE73)F:DE120
和5*))黑洞度规具有相同的形式/这是因为弦理论
的运动方程采取了运动方程加普朗克标度修正项的

形式，只要曲率不是很大，则所有广义相对论的真空

解都是弦理论的近似解［"］/但是如果黑洞中含有电
（或磁）荷，情况就有所不同，此时弦理论中的0123,4+
场与电磁场耦合，所得到的黑洞时空度规与同类G-
1+:,*1+荷电黑洞度规有较大差别，如弦理论中的静
态荷电0132,4+黑洞解［!］与广义相对论中描述静态
荷电黑洞的 9*1::+*)-64)0:,);8 解就明显不同/
"$$!年.*+从弦理论的一个较一般的低能有效作
用量出发，生成了一个弦理论的荷电旋转黑洞
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其中!H&!I!(&I$!，#H&!J!$&I$!D4:!")(，

$，&为参数)该度规描述了一个质量为 *，电荷为

+，角动量为,，磁矩为’的弦黑洞)这些量分别为
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很显然该解与广义相对论中描述旋转荷电黑洞的

5*))-6*783+解不同)
可见弦理论中附加0123,4+场及其他物质场能

够改变黑洞的时空结构，进而会产生不同于一般

G1+:,*1+-C3K7*22黑洞时空的量子和经典引力效应)
人们研究发现0123,4+耦合使静态荷电黑洞的某些
热力学性质，特别是在极端极限情况下被极大的改

变了［>］)本文研究.*+时空中的一类典型又十分重
要的经典引力效应———陀螺进动效应，探讨耦合对

陀螺进动现象的影响/
计算陀螺进动的方法过去通常采取的是LL6

（参数化后牛顿近似）法［B］/"$&$年91+02*)和L*)-
21D=［%］采用旋转坐标法计算引力场中陀螺的进动，分
别得到 C1+=47:=1时空中的 ME483:进动公式，

.DE73)F:DE120时空中的(4==*)-0*:1,,*)进动公式以
及5*))时空中的.DE1NN进动公式/"$$’年，OP*)和

Q1:ER*:E73)3［@］又从新的角度对这一问题进行了细
致研究/他们的方法是采用优美而协变的()*+*,-
.*))*,形式对陀螺进动现象进行一般的描述/当把
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这个方法运用到 !"#$%&’$"时空、()*&+,-’)*"./时
空和01,,时空时所得的结果与文献［2］一致34552
年6+7+$和8"’*91’*&+,+［:］又用这一方法研究了

01,,;61&<+#时空和=1"’’#1,;6%,/’>,?<时空中的
陀螺进动问题3
采用@,1#1>;(1,,1>形式研究陀螺进动问题突出

的优点是：4）它是与坐标无关的3A）它直接给出了
粒子世界线的几何信息3B）它给出进动角速度的精
确表达式，无需近似，结果也具有更大的适用范围，

不仅适用于赤道面而且也适用离开赤道面的情况3
这几点都是其他方法所不具有的，因而很有意义3

A @,1#1>;(1,,1>形式与陀螺进动

!"# $%&’&()*&%%&(形式

四维="1<+##空间中的一条任意类时曲线!
上的每一点都可以建立一个正交标架!如果以!上
一点的单位切矢量为第零类时标架基矢量，即令

"（C）"!#"!
/$"
/#
，以!的第一、第二、第三法线为类

空标架基矢量，就可以建立一类非常重要的标架

———@,1#1>;(1,,1>标架，标架基矢量之间满足下列

@,1#1>;(1,,1>（@;(）方程

"·"（C）%&""（4）， （B+）
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"·"（A）%#A""（B）(#4""（4）， （B)）

"·"（B）%(#A""（A）， （B/）
且有

""（C）"（C）"%4，""（)）"（)）"%(4， （B1）

其中，"
·"
（$）!

E""（$）
E# F"

"
（$）；%#%，&，#4，#A分别是曲线

上该点曲率及第一、第二挠率，它们是由曲线的内禀

性质决定的，与坐标无关!因而被称作@;(标量!由
微分几何知识可知&，#4，#A唯一决定一条曲线!可
以证明［5］这样定义的"（$）满足正交关系""（$）·"

（&）
" F

’&$!
如果!是短程线则有&F#4F#AFC；对于类时

圆&F常数，#4F#AFC；对于螺旋线有&F常数，#4
F常数，#AFC!下面考虑!是黎曼空间中的一条类
时0".."#G曲线时的情形：设(" 是时空中一个类时
0".."#G矢量，)是一类空0".."#G矢量，则它们的组
合

*"%("’+)"! （H）

当+是常数时，仍是0".."#G矢量!以*"为切矢量的
类时曲线*就是时空中的一条类时0".."#G曲线!在
曲线上建立@;(标架，令

""（C）!#"%
/$"
/# !"

,*"， （I）

",为归一化因子，若令+"%F",（("；%J+)"；%），则可
以得到如下关系式［K］：
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此处（+,）"%!+
-4"+
-A
-4
⋯+-,L4%!可见沿0".."#G轨迹

&，#4，#A为恒量!
当（H）式中+不是常数但满足-*+FC即+的

李导数为零时，*"称为准0".."#G矢量!值得指出的
是此时（2）—（5）式仍然适用，这样我们就可以将运
用于0".."#G轨迹的@;(形式直接推广到准0".."#G
轨迹的情形!为了将@;(形式与陀螺进动联系起来，
我们必须再了解@1,<";M+.$1,移动的概念!

!"! $&%+,)-./0&%移动

考虑*"F*"（#）的类时曲线!，令它的单位切

矢量为""（C）!#"!
/$"
/.
，在!上定义一矢量场+"，

如果+"满足方程

+
·
"!E+

"

E# %+%
（""（C）"%（4）("%（C）""（4））（4C）

就称矢量+"经历了@1,<";M+.$1,（@;M）移动，这里

""（4）是第一单位法矢量，且""（4）F
E#"
E#
，如果+ 与

"（C）正交则由（4C）式得

+
·
"!E+

"

E# %+%"
"
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E#%
E#
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则称+"经历了@1,<"移动!我们已知在引力场中，
一个陀螺的自旋矢量/"按如下规律进动［4C］：

E/"
E# %/%

E#%
E##

" （4A）

比较（44）式可知，引力场中的陀螺是经历@1,<"移
动的!
@;M移动的一个重要性质就是单位切矢量"（C）
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自动经历!"#移动，而且!"#移动类似平移，保持
了矢量的模和两矢量内积的不变!这样我们就可以
在曲线!上一点建立一正交标架""（#）$（#"（%），""（$））
然后沿!!"#移动这标架!可见!"#移动不仅为
我们提供一沿!的正交标架同时又提供了一个与

!正交的空间三基矢""（$），它对一个世界线是曲线!
的观察者构成一空间参考系!由（&’）式知""（$）在物
理上可由三个相互正交的陀螺来实现［&&］!
由此可见，在空间曲线!上可以建立两类参考

系，一类是曲线的内禀参考系!"(系，一类是!"#
移动系!它们的时轴重合，可以证明［&’］!"#系上的
观察者发现!"(系以角速度

$!(%%’#（&）&%&#（)） （&)）
旋转!而由于!"#系可用一组陀螺来实现，所以也
可以说!"(系上的观察者发现他所携带的陀螺以角
速度

&%’$!(%’（%’#（&）&%&#（)）） （&*）
进动!
!"(形式为人们研究时空中的陀螺进动问题提
供了十分优美的数学形式+下面就用!"(形式具体
研究(,-时空中的陀螺进动问题+

) (,-时空中的陀螺进动

!"# 沿类时$%&&%’(轨迹运动的陀螺进动

一般的稳态轴对称时空度规为

.(’%)%%.*’&’)%).*.’&))).’’

&)&&.+’&)’’.(’， （&/）

.,0)")!)%)&&)’’*)， （&1）
其中*)!)%%)))2)’%)，这样的时空存在一类时

34554-6矢量+"$（&，%，%，%）!我们考虑能层外的一
个静态观察者，它的世界线就是+"的积分曲线，该
观察者具有固定的空间坐标（+，(，’），它相对于遥
远恒星是静止的!由（7）—（8）及（)）式可证得沿

34554-6轨迹+"的!"(标量为
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!"(基矢量为
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&
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&

)" %% ’*" )
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#"（)）% )" && )" ’’

’,)%%
（%，’)%%，’，)%%，&，%）!（’%.）

（&7）—（’%）式完全描述了静态观察者的世界线以及
由观察者所携带的陀螺的进动!将（&）式度规分量代
入（&7）—（’%）式可得(,-时空中类时34554-6轨迹
的!"(标量为

,’% &
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’·
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· ,
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*)［,-’&*.*+’=4-’(<>=’(］
! （’)）

这里-$+’2.’<>=’(!为保持#（$）构成右手系，,，
%&，%’都被取为非负的!!"(基矢量为

#"（%）%
&

&’’-+" *

（&，%，%，%）， （’*:）

#"（&）%
（%，,-，’’.’+=4-(<>=(，%）
*（,-’&*+’.*=4-’(<>=’(" ）

， （’*;）

#"（’）%
&

=4-( &’’-+（ ）*" ,

· ’’-.+=4-
’(

*
，%，%，&’’-+（ ）*

，（’*<）

#"（)）%
&

*
,
［,-’&*.*+’=4-’(<>=’(" ］

·（%，’.’+=4-(<>=(，-，%）! （’*.）
（’&）—（’*）式表明具有固定空间坐标（+，(，’）的观
察者不仅具有加速度（,#%），而且相对于他所携带
的陀螺还有一角速度（%&，%’#%）!

当观察者位于赤道平面上时，($!’
，方程

（’’），（’)）退化为（取.$/-$%
）
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静态观察者的基矢量总是指向固定的遥远恒星，因

此由（!&）式知静态观察者将发现陀螺相对于遥远恒
星以角速度’!!进动(即

"!’!!!（(）!’
"#

$%&
"

（ ）"
#
"
$

!

"!
"

!’ ""

$%&
"

#

$
"

’!

)（(），

（")）

其中)（(）*
!
%#
（$，$，!，$），可见)（(）垂直于赤道平

面，陀螺环绕)（(）进动，但转动方向与黑洞自转方向
相反(当&*$时，可得

"!’!!!’
"#
$( !’""（ ）$

’!
， （"+）

与,-..时空中结果一致［+］(
（"!）—（"&）式在赤道面以外的地方也适用，因
而是/-0时空中沿,122103轨迹陀螺进动普遍而精
确的表达式(当#*$时，对应于静态时空，由（""），
（"(）式知!!*!"*$，陀螺不发生进动(这说明进动
是由于时空旋转所引起的，这对/-0时空中的惯性
系拖曳现象是一个很好的说明(

!"# 轨道陀螺的进动

稳态轴对称时空里除了有一类时,122103矢量

$外，还有一类空,122103矢量%，它们的线性组合

&’*$’4(%’（( 是常数）也是该时空中的一个
,122103矢量(取适当的坐标可使%成为轴向,122103
矢量，即%’*（$，$，$，!），这代表空间中的一个圆轨

道，同时有&’*（!，$，$，(）(如果一观察者的世界
线恰好是轨迹&，则表示该观察者以任意常数角速
度(沿圆轨道运动(我们可以利用（)）—（5）式直接
计算轨迹&的67/标量，但是利用旋转坐标系［%］可
以更方便也更直观的得到这些量(
对（!#）式进行坐标变换

*+!*，$+!$，)+!)，*+!*’(*，（"5）
即除了方位角*变化外，其余都保持不变(新的坐
标系里的固定网格点（$，)，*+*890:;）相对于原坐
标系以角速度(（关于坐标时*）旋转(因而在原坐
标系来看这是一个旋转系(在旋转系下度规（!#）式
变为

<,"!-$+$+<*+"%"-$+(+<*+<*+%-(+(+<*+"

%-!!<$"%-""<)"， （($）

其中-$+$+*-$$4"(-$(4("-((&.，-$+(+*-$(4
(-((&/，-(+(+*-(((这仍是一个稳态轴对称度规(
考虑新度规下的类时,122103矢量$+*（!，$，$，$），

它正好对应于原坐标系中的矢量&’*$’4(%’*
（!，$，$，(）(因为曲线的67/标量是不随坐标而变
化的，故要求出沿轨迹$4(%的0，!!，!"，只需求出
旋转系中沿轨迹$+的0，!!，!"，即可(而这只需用

-$+$+，-$+(+，-(+(+取代（!)）—（!5）式中的-$$，-$(，-((
即可得到，因而有

0"!’ !
&."
［-!!."，!%-""."，"］， （(!）

!"!!
/"

&#+(（-!!."，!%-""."，"）

1 -!!.，!/，!%-"".，"/，"
/ ’

-!!."，!%-""."，"（ ）.

"
，

!""!
-!!-""（.，!/，"’.，"/，!）"

&#+(（-!!."，!%-""."，"）
， （((）

其中 .，#&-$$，#4"(-$(，#4("-((，#，/，#&-2(，#
4(-((，# （#*!，"），#+(&-$+$+-(+(+’-"$+(+*(-((’
/"(在旋转系中67/矢量由（"$）式可得

)+’（$）!
!
%.
（!，$，$，$）， （(&=）

)+’（!）!’
!
"0.
（$，-!!.，!，-"".，"，$），（(&>）

)+’（"）!
!

%. ’#+% (

（’/，$，$，.）， （(&8）

)+’（(）!
-% !! -% ""

"0.
（$，’.，"，.，!，$）(（(&<）

由)’（+）*
!3’
!3+,
·)+,（+）变换到原来坐标系中可得

)’（$）!
!
%.
（!，$，$，(）， （(#=）

)’（!）!’
!
"0.
（$，-!!.，!，-"".，"，$），（(#>）

)’（"）! ’!
%. ’#+% (

（/，$，$，’4），（(#8）

)’（(）! -!!-% ""

"0.
（$，’.，"，.，!，$）(（(#<）

这里5&.’(/*-$$4(-$((现在具体到/-0时
空中，将（!）式中度规分量代入（()）式中可得

. !!’(":10")$"%#"%&
"

"（ ）$
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!!"#!
（"!"$#$%!#）， （&’(）

%，"&
!"$
!!
（"!"$#$%!#）!!!#’(

!

!（ ）" "!#$%!#，
（&’)）

%，!&!!#$%#*+#［#%"!’!"#! ｛! （"#
!’$!

’(
!

" ）# ! ｝$ ］
!
， （&’*）

)&!"#$#$%
!#

!
（"!"$#$%!#）

! #!’$!’(
!

"（ ）#"#$%!#， （&,(）

)，"&!!#$%!# #’(
!

!（ ）" "’
"$$
!!
（"!"$#$%!#［ ］），

（&,)）

)，!&!#$%#*+#［#
!"#$#!’$!’(

!

"（ ）#
!!

·（"!"$#$%!#）!!""#$
!#$%!#
!

!"#!’$!’(
!

"（ ）］# ， （&,*）

!*&&!%#$%!#， （&-）

+&"!!"#!
（"!"$#$%!#）, （&.）

将（&’）—（&.）式代入（&"）—（&&）式可得/01标量为

-!&
."
!.!
， （23）

&!"&
%.&
!.".!

#$%!#， （2"）

&!!&
"!.2
!4."

*+#!#， （2!）

其中

."& ［% "$!!（"!"$#$%
!#）!! #’(
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!
，

.2 ｛& !"#$$（"!"$#$%
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! ! （"$#!’$!

’(
!

" ）#（"!"$#$%
!#）’!$"##’(

!

!（ ）"
· "#!’$!’(

!

"（ ）# !［ ］$#$%! ｝# ,
将（&’）—（&.）式代入（&4）式便可直接得到圆轨迹的

/01基矢量,
当稳态观察者的世界线就是时空中的轨迹’

时，（&4）式及（23）—（2!）式就完全描述了这一世界
线及其上的陀螺进动,这些公式在#，#取任意固定
值时都是适用的，因而也可以用来讨论在赤道面以

外的情况,特别是当稳态观察者的世界线是时空中
一条准5$66$%7轨迹时这些公式也是成立的,这使我
们可以用这些公式来处理短程线（即-83）的情况，
此时为确保-83，"就可能不再是常数，而成为#，

#的函数,下面研究两个特例,
"9在赤道平面上

此时#8!!
，由（23）—（2!）式可得

-!& %

#!’(
!

"#
·

"

#’(
!

（ ）"
!·（"!"$）!! #’

(!
!（ ）" "!

"

#

$

!
!

"!"!#!’$!’(
!#（ ）" ! !"

#’(
!

"

（"!"$）!

"

#

$

!
!， （2&）
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!
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!

%

（"&"’）!

"

#

$

!
! ，（##）

!!!$( （#%）
由（&%）式可得

)$（$）!
（"，$，$，"）

"&"!"!#’!#$
!

%（ ）" & !%

"#$
!

%

（"&"’）

%
!

， （#’(）

)$（"）!
%%#（$，"，$，$）， （#’)）

)$（!）

&

’

!

"
!

&""!#’!#$
!

%（ ）" & !%’

"#$
!

（ ）%
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#

$
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%
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(

)
）
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!
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!
!

"

#

$% %
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)$（&）!
"
%#
（$，$，"，$）( （#’+）

由上式可见)（&）垂直于赤道平面，!!,$，由（"#）式可知陀螺以角速度

&!**
""#$

!

!（ ）% &
!% "#$

!

!（ ）%
"#$

!

%

·"（"&"’）&% ""!#’!#$
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!

%

（"&"’）!

"

#

$

! *（#-）
围绕)（&）进动(
!.沿圆短程线运动
此时，+,$，由（#&）式可得

"

&

’

! ’, "#$
!

（ ）%
"#$

!

!%%
(

)
%

&"

(（#/）

符号0（1）对应于正向（反向）旋转轨道，在视界外
应有

’+ "#$
!

（ ）%
"#$

!

!%% %
，

把（#/）式代入（##）式可得

!!"!
%"#$

!

!

""#$
!

（ ）%
&( （#2）

可见在这种情况下，陀螺进动角速度与中心质量的

角动量无关(同时)（"），)（&）仍然分别是（#’)），（#’+）
的形式，与"无关(当$,$时有

!!"!
%
"&
， （%$）

退回到3455时空中的情况［-，’］(
经过一个周期，在旋转系上测得的进动角为

!’-!&!!!**!"* .% $$·
!"
*"*
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则在原来的系中测得的总进动角为
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"#$

!
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!"! 静态荷电#$%&’()时空中的陀螺进动效应

当$-%，*&%时，（"）式成为

’+!
(

)

! "( !%

"#$
!

+

,%

’,!
(

)

( "( !%

"#$
!

+

,%

("

’"!

("!"#$
!

（ ）%"’") （$#）

（$#）式描述了静态荷电’()*+,-时空.做为/0-时空
的特例，只需令’&%，/0-时空中的结果便退化为
本时空中对应的结果，这里为讨论方便只给出以下

一些结果)
令’&%由（12）式可得到在赤道面上沿圆短程

线轨道运动的304)05频率为

#

#

$

!& "#$
!

（ ）%
"#$

!

!%"
%

&
%

("

) （$1）

上式代入（11）式并令’&%可得

$!"!
%"#$

!

!

""#$
!

（ ）%
#， （$$）

与/0-时空中的结果（16）式相同)可见这种情况下
陀螺进动角速度并不受时空旋转的影响，注意到由

378时空退化为978时空时，也具有这种性质［2］)
最后令’&%，由（$!）式可得陀螺沿圆短程线轨

道运动一周的进动角为

"!!(!!
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!
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!
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" ) （$:）

1 讨 论

广义相对论中与电磁耦合的稳态和静态黑洞分

别由3055780;<*-（378）解和90(==-058,5’=+5><
（978）解所描述，这两个解与弦理论中描述稳态和
静态荷电黑洞的解不相同，这是因为弦理论中引入

了标量’()*+,-场和反对称张量场等物质场.这些物
质场尤其是’()*+,-场与电磁场耦合会显著影响时
空的结构.将本文结果与文献［2］的结果进行比较将
能使我们看到这些附加物质场对陀螺进动的影响)

由（$$）式，当$"
较小时，取一级近似可得

-$"/?-. %
""! "(

$$!
1（ ）%" ， （$@）

下标/?表示静态’()*+,-时空.978时空中对应的

结果为

-$"98-. %
""! "(

$!
!（ ）%" ， （$2）

显然有

-$"/?-/-$"98-) （$6）

静态荷电’()*+,-时空只是比978时空多引入
标量’()*+,-场，且’()*+,-场与电磁场耦合，因而
（$6）式表明’()*+,-耦合使进动速率降低.由于陀螺
进动速率与黑洞角动量无关，故比较/0-时空与37
8时空中的陀螺进动速率时也有同样的结果.

对于稳态时空，如果%
"
，$
"
都较小时，（$!）式近

似为

"!=0-.& #!%" !!! "’ %"
"! (@!$

!

!"! &
$!’$!"%"
!%"（ ）# )

（:%）
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上式第一项绝对值为!!!
"
，这正是"#$%&’()#$*+,时

空中的-.//0’1,0"*220’进动的近似值，这项可以看
成是黑洞质量所引起的进动#第二项绝对值为

3! !$ !"
"3
，这项可以看成是黑洞自转角动量所引起

的进动#两项合起来的值就是40’’时空中的"#$*55

进动值#而416时空中对应的进动值，在%"
，!
"
都较

小时为

"!46"& !!!" #3! !$ !"
"3 ’3!%

3

"3 &
!$%3!!"
!"（ ）! #

（78）
（79）式与（78）式的前两项相同，且都有相同的含义#
后两项在416时空中分别代表电荷及电荷与黑洞
角动量耦合对陀螺进动的贡献，而在"0:时空中，由
于这两项都含有电荷，显然还应包含,*+&2.:耦合的
贡献，因而使得这两式后两项系数不同，比较这两式

有

("!46(’("!"0:("!!%
3

3"3
8# $

!（ ）!" #（73）

由于$$!;%
3

3!
，且视界外有"%!;%

3

3!
，因而

不论陀螺做正向公转（对应上面符号）还是做反向公

转（对应下面符号）均有

("!46(&("!"0:(， （7!）

可见由于引入了,*+&2.:场，使得陀螺的周期进动角
减小#

对于静态时空由（<7）式知%"
较小时有

"!"="
!!!
" ’>!%

3

3"3 #
（7?）

@16时空中对应的进动角为

"!@6"
!!!
" ’3!%

3

"3
， （7<）

显然有

"!"=’"!@6# （77）
这进一步表明,*&2.:耦合使得周期进动角变小#
以上所讨论的是一类特殊情况，即在赤道面上

沿圆短程线运动的陀螺进动，结果表明不论是静态

还是稳态时空，,*+&2.:耦合都使得进动速率减慢，周
期进动角减小#

［8］ =AB&’5*:/+0，BAC.’.%*2(，DA"2’.E*:F.’，)*+,#-./#，!"#
（8GG8），!8?9A

［3］ HAC.’:0，BAC.’.%*2(，)*+,#-./#，!"$（8GG3），8!?9A
［!］ DA"0:，)*+,#-./#0.11#，$%（8GG3），8997A
［?］ HA4.F&，4AI&0,&，)*+,#-./#，!&’（8GG<），>977A
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（8GG7），8>T!A

［G］ HA"S:F0，@0+&2*M*2SL$0B0:0’&+L$0.’S（6.’2$1C.++&:,PUV1

+*)$*:FJ.EN&:SADE)20’,&E8G79），NATA
［89］ "AK0*:V0’F，B’&M*2&2*.:&:,J.)E.+.FS，2’&:)+&20,VSW$0:1

X.:FW.U.1$4#（"#*0:#0P’0))，Q0*Y*:F，8GT9），NA8?9［温伯格，
引力论和宇宙论，邹振隆等译（科学出版社，8GT9），NA8?9］A

［88］ JAKAI*)$0’，4A"AL$.’:0，HADAK$00+0’，B’&M*2&2*.:（-’001

E&:A"&:A-’&:#*)#.8G>!），NA8>8A
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