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给出了耦合)*+,-./0-*振子中的123-波的存在条件及相应周期的精确表达式，并发现该系统中存在两种类
型的123-波，其中一种满足漂亮的关系式：!"（"）4!&（"）5&#4，$"（"）4$&（"）5&#4（这里#4是该系统的均匀
正定态的一个分量）6

!国家自然科学基金（批准号："%%#"#78）资助的课题6
!19:/;<：=>2!/:/03?6/:06/262.
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" 引 言

单个俄勒冈振子)*+,-./0-*来源于著名的A+9
<-B>-C9D3/E-0;.>FG（AD）反应的H@I机制［"，&］，它揭
示一类非线性现象，是一种典型激励介质的数学模

型6近年来已引起众多物理，化学，生物，数学等领域
工作者的广泛关注［7—?］6
常见的耦合)*+,-./0-*振子是由单个的)*+9

,-./0-*振子以线性差的形式耦合而成6它由下列一
组常微分方程来描述：

!!·"%&（!"，$"）’(（!&)!"），

$·"%*（!"，$"）， （"/）

!!·&%&（!&，$&）’(（!")!&），

$·&%*（!&，$&）， （"E）
其中导数是关于时间"的；&（!，$）5!（"J!）J

+$!J"!4"
，*（!，$）5!J$，（!，$）",&45｛（!，

$）#!$#，$$#｝，参数满足：#%!%"，#%"%"，#%
+%4K，($#是耦合系数-

@*;.>FG［’］曾经通过研究一类简单数学模型中
具有“123-”类型激励性的异位病灶的起源机制，发
现即使在并不拥有自发活动的媒介中，脉冲类型的

点源也可能出现-这种点源可以是两个相互激励的
相邻细胞-每个细胞由一组所谓ACL类型［$］方程来
描述-后来他又与他的同事通过近似估计和数值模
拟，进一步调查了耦合系统中出现的“123-”波，并

近似地给出它可能存在的区域-
本文子系统（"/）描述细胞"，而子系统（"E）描

述细胞&-所谓)*+,-./0-*振子中的123-波是指系
统（"）中两个相互激励的细胞"和细胞&，周期地在
同一轨道上运动，但它们的相位相差一定常数-
MG>-.［%］曾猜想系统（"）中存在稳定的123-
波，但至今未得到证明-
对于其他一些类似的系统［"#—"&］，有许多作者

也调查过其中的123-波-采用的方法一般是近似估
计和数值模拟-还有的采用摄动方法（即考虑耦合系
数充分小的情形），所得的结果是近似的-
本文通过严格的理论分析，给出了系统（"）产生

123-波的一个充分条件（即有关参数所满足的条
件）和相应周期的精确表达式，并发现有两种类型的

123-波，其中一种满足漂亮的关系式：!"（"）4
!&（"）5&#4，$"（"）4$&（"）5&#4-

& 理论分析

/01 均匀正定态的唯一性

设

&（!，$）%#，*（!，$）%#， （&）
则（&）式在,&4中有唯一的正解（!#，$#），其中

!#%$#%#’

&")+)"’
（")+)"）&’8"（"’+’ ）

&
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且!!!!!""记#!#（!!，!!，!!，!!），则#!是
系统（"）的一个均匀正定态"下面证明它是（"）式的
唯一均匀正定态"为此令 $（%）#%（"$%）$

&%%$!%!!
，则$（%）#%有唯一的正根!!，且当%!

%!!!时，$（%）"%；而当%"!!时，$（%）!%"但
系统（"）的任意正定态须满足

$（%"）’(（%&)%"）*%，

$（%&）’(（%")%&）*%，

%"*+"，%&*+&，%""%，%&"%" （’）
假设%&"%"，则由（’）式知$（%"）!%，$（%&）"%"
然而由$（%"）!%和%""%得出%""!!"同理%&
!!!"因此%&"%"不可能"类似地可证%&!%"也
不可能"只有%"#%&#+"#+&#!!"故对任意("
%，系统（"）存在唯一的均匀正定态"

!"! 相容性条件

若系统（"）存在()*+波，则此()*+波中的两个
细胞的相位只能相差半个周期"事实上，设%"#
"（,），+"##（,），%&#"（,$$-），+&##（,$$-）是
系统（"）的()*+波解，其中- 是()*+波的最小正
周期，而%!$!"为常数"由系统（"）的第一，第三
式可得

%"
·
（,)$-）*.（"（,)$-），#（,)$-））

’(（"（,)&$-）)"（,)$-）），

%"
·
（,)$-）*.（"（,)$-），#（,)$-））

’(（"（,）)"（,)$-））" （,）
两式相减得

(（"（,)&$-）)"（,））*%" （-）

因为("%及-的假定，于是$#-&
（.+/-）"

!"# 在!$处线性化方程的%&’(波

在#!处，系统（"）的线性化方程为

/
·
*0/， （0）

其中

/*（%")!’，+")!’，%&)!’，+&)!’）-，

0*

1)(% 2 (
% %

" )" % %
(
% % 1)(% 2

% % " )

#

$

%

&"

，

这里

1*"% ")&!
’) &&!!’
（!’’!）

［ ］& ，

2*)&%
!’)!
!’’（ ）! "

令&#&!-
，,3#&,，则可把求（0）式的周期为- 的

()*+波（1""可保证（0）式有周期解存在"以下假
定1""）转化为求下列方程的周期为&!的()*+
波"为方便，以下仍用,代替,3，则有

&/
·
*0/" （1）

设（1）式的()*+波解为%"#4（,），+"#5（,），%&#
4（,$!），+&#5（,$!），这里4（,），5（,）是周期为

&!的函数，并设

4（,）* ’
’2

6*)2
46346,，5（,）* ’

’2

6*)2
56346,，（5）

这里 (4# $"，代入到（1）式得

46&

46
56
463$46!

563$46

#

$

%

&!

*0

46
56
463$46!

563$46

#

$

%

&!

， （"%）

其中6#%，6"，6&，⋯"又（"%）式等价于

46&)1’(%)
(
%
（)"）6 )2

" )4（"’6&

#

$

%

&）

46
5

#

$

%

&6
*%"

（""）
为了求得非平凡的()*+波解，则至少存在一个非零
整数6%，使得（"）式有非零解"对于这样的6#6%，
（""）式的系数行列式必为%"通过比较实部和虚部，
可得

6&%&&’（1’2）)
(
% ")（)"）6［ ］% *%，

6%&")1’
(
%
（")（)"）6%［ ］）*%" （"&）

当6%为偶数时，（"&）式无解（因为1""）；当6%为
奇数时，（"&）式变为

)1)2’&(% *6&%&&，

6%&")1’
&(［ ］% *%" （"7）

由于1!2#$’!
!

% "! &&!
（!!!!）（ ］& !%，于是从

（"7）式可得

(#%&
（1$"），
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!!"#$"
#
%! &（$’(!［ ］）% （()）

这里#$"为取整函数%因此当&"(，’"!%
（&

&(）时，系统（(）在(’处的线性化方程（*）存在+,
-./波%对于这样的!!，由（((）式可求得一组解：

)*!!
+*!

#

$

%

&!
,
(*0!!"#
$

%
&(
% （(1）

相应的+-./波具有形式

-(（"）,.//)(（"），0(（"）,.//+(（"），

-%（"）,./1)(（"），0%（"）,./1+(（"），（(2）
其中

)(（"）,2((/
%!!!0（ ）# 3

%!!!0
#"/2%(1

%!!!0（ ）# 3
&%!!!0
# "，

+(（"）,2(3
%!!!0
#"/2%3

1%!!!0
# "% （(*）

这里2(，2%为不同时为!的任意常数%此外由（(2）
式易知

-(（"）/-%（"）,%./，

0(（"）/0%（"）,%./% （(4）

!"# 系统（$）的%&’(波

容易看出，求系统（(）周期为#的+-./波等价
于求下列方程周期为#的解：

!5-
（"）
5" ,-（"）［(1-（"）］130（"）-

（"）1#
-（"）/#

/’ -"1#（ ）% 1-（"［ ］）-(（"），
50（"）
5" ,-（"）10（"）% （(6）

为研究方便起见，进一步把（(6）式改写为

!
%
5
5"-

%（"）/!#
5
5"-
（"）

,#-（"）/3#0（"）

/’# -"1
#（ ）% 1-（"［ ］）/（(1#）-%（"）1-7（"）

13-（"）0（"）/ ［’-"1#（ ）% -（"）1-%（" ］），
5
5"0
（"）,-（"）10（"）， （%!）

同时设# 为最小的正周期%又设-（"）和0（"）的

8/9:03:级数展开式分别为

-（"）,’
/;

1;
4!3

%!!0
#"，0（"）,’

/;

1;
(!3

%!!0
#"%（%(）

把它们代入（%!）式的第二式得

(!,
(

(/%!!0#
4!， （%%）

其中!"!，<(，<%，⋯%
以下先考虑单向级数的情形（相当于用待定系

数法求解）%如考虑正向级数（包括!"!），此时令4!
"(!"!（!"&(，&%，⋯）%我们的目标是希望所有
的4!（从而(!）能完全确定下来%为此把（%(）式代入
（%!）式，并结合（%%）式，可得

!!!0
# ’5/6,!4546/

%#!!!0
# 4!,#4!/ 3#

(/%!!0#
4!

/’#（31
!!01(）/（(1#）’

5/6,!
45461 ’

5/6/7,!
454647

13’
5/6,!

(

(/%!60#
4546/’’

5/6,!
4546（31!601(），（%7）

这里!"!，(，%，⋯%
（(）当!"!时，（%7）式变为

4!4%!1（(131#）4!1#（(/3［ ］）,!%
（%)）

若4!"!，则由（%7）式可推得4!"!（!((）%由对称
性可知，此时（%!）式仅有平凡解-（"）"0（"）)!%
不妨设4!*!，由（%)）式得

4!,./)
(131#/ （(131#）%/)#（(/3! ）

% %

（%1）
（%）当!((时，由（%7

［
）式得

#/（’#/./）（31!!01(）/%（(1#）./

17./%13./1%!!!0#
（.//#）/3

（#1./）

(/%!!8
］

#
4!

, ’
5/6,!
5=/5!*!
6=/5!*!

454［6 1(/#/%!!!0# / 3
(/%!60#

1’（31!601(］）/ ’
5/6/9,!
5=/5!*!
6=/5!*!
9=/5!*!

454649% （%2）

情形( 若4("!，但4%*!%由（%2）式可归纳
地推得4%!&("!（!"(，%，⋯）%此时由（%1），（%(），
（%%）式得

-（"）,.//’
/;

!,(
4%!3

)!!0
#"，

0（"）,.//’
/;

!,(

4%!
(/)!!0#

3
)!!0
#"% （%*）
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很明显，它的周期为!
!
，这与前面的假定相矛盾"故

情形"不会出现"
情形! 若#"!#，此时由（!$）式在$%"时可

得

!% !!
&’&" "
， （!&）

(%
（"&!）")（!&!"&*&!）+)&’（+)）!

!（+))"）

%!!
（,&"）" （!(）

其他系数#$（$#!）可由（!$）式类推地确定"而相应
的)*+,波解具有形式

-"（.）%+))$
)-

$%"
#$.

!$!/
!.，

/"（.）%+))$
)-

$%"

#$
")!!$/!

.
!$!/
!.，

-!（.）%+))$
)-

$%"

（&"）&$!/#$.
!$!/
!.，

/!（.）%+))$
)-

$%"

#$
")!!$/!

（&"）&$!/.
!$!/
!.，（’#）

其中#"为任意常数"注意到由（!$）式可归纳地推得

#$%0$#$" （$#!）， （’"）
其中0$是一些仅依赖于系统参数的常数"因此为了
保证（’#）式中有关级数的收敛，#"须满足%#"%&""
情形’ 若存在某个正整数1’"，使得#"%#!

%⋯%#!10"%#，但#!1!#，同情形!的处理，此种
情形不会出现"
情形1 若存在某个正整数1’"，使得#"%#!

%⋯%#!1%#，但#!12"!#"此时由（!$）式可归纳
地推知#!$%#（$’1）"另一方面，由（!$）式中$%
!12"，可推得

!%!
（!1)"）!
&"&" ’
， （’!）

且(正好满足（!(）式"此外，此时的)*+,波满足关
系式（"&）"
情形3 若#$%#（$%"，!，⋯），此时（"(）式有

平凡解-（.）%/（.）%+2"
对负向级数，可进行同样的讨论"
单对正向或负向级数的讨论，只能得到系统（"）

的复数解"为了得到实数解，它的一般形式为

-"（.）% $
)-

$%&-
#$.

!$!/
!.，

/"（.）% $
)-

$%&-

#$
")!!$/!

.
!$!/
!.，

-!（.）% $
)-

$%&-

（&"）&$!/#$.
!$!/
!.，

/!（.）% $
)-

$%&-

#$
")!!$/!

（&"）&$!/.
!$!/
!.，（’’）

其中##%+2，#$（$#!）由（!$）式决定，而#0$%
#$"对#"，选取%#"%&"，并满足下列方程：

!!44.23
（.）2!%&’23（.）2!［3（.）)3（.）］

)!（"&"&’+)）23（.）2!

)*［4（.）3（.）)4（.）3（.）］

)!+)（"&*+)），

4
4.4
（.）%3（.）&4（.）" （’1）

这里，3（.）%$
$#"
#$.

!$!/
!.，4（.）%$

$#"

#$
"2!!$/!

.
!$!/
!.，

相应的)*+,波的周期为!% !!
0"0" ’
，有关参数应

满足,’"，(%!!
（,0"）"另一种形式的)*+,波为

-"（.）%+))!5.（#），/"（.）%+))!5.（$），

-!（.）%+)&!5.（#），/!（.）%+)&!5.（$），
（’3）

其中#% $
$#!12"
$6,4!%"

#$.
!$!/
!.，$% $

$#!12"
$6,4!%"

#$
"2!!$/!

.
!$!/
!.，而

#$（$#!12!）由（!$）式确定，选取#!12"使%#!12"%
&"得，且#和$满足形如（’1）式的方程"相应的周

期为!%!
（!12"）!
0"0" ’

"有关参数仍满足,’"，(%

!
!
（,0"）"对这种形式的)*+,波，明显地满足关系

（"&）"
下面对关系（"&）作进一步说明"对一般的耦合

系统：

5
·
%6（5）)7（8&5），

8
·
%6（8）)7（5&8）， （’$）

其中5，8是二维向量，7为矩阵"若6（5）为奇函
数，则由7,88.9［"’］的结果知（’$）式存在相外解（即

)*+,波），记为（-（.），0-（.））!，其中-（.）为454.%

6（5）的周期解"明显地关系（"&）满足"对于耦合

"""期 周天寿等：线性耦合:;.<,=>?,;振子中的)*+,波



!"#$%&’(%"振子，尽管对应的!（"）不是奇函数，但
此时的)*+%波是以它的均匀正定态#,为中心的一
条周期轨道$如果把坐标原点移至#,处，则容易理
解此时的)*+%波中的两个细胞运动在关于原点对
称的周期轨道上（它们的相位正好相差半个周期）$
由于耦合振子从物理学上可理解为两个耦合的

振动摆（即由弹簧联结的两个单摆）［-.，-/］$当出现

)*+%波时，两个摆精确地作反向运动$尽管振动周
期有所减少，但由于弹簧的作用，又使得两个摆相协

调地周期振动$而且此时两个摆的位移之和总是为
一定常数$

0 结 论

已经看到，若%!-，&1!2
（%3-），则系统（-）

存在两种类型的)*+%波，而且)*+%波中的两个细
胞的相位差只能是半个周期$由于系统（-）在#,处
线性化方程的矩阵的特征多项式的四个特征值为

"-，2’
%(-) （%*-）2*.（%*+" ）

2
，

"0，.’
%(-(2&! ) %*-(2&（ ）!

2
*（+*-）" 2

2 $

（04）
当%1-，系统（-）产生5%67分岔$此时容易证明存
在同相波（即两个细胞在同一轨道上周期地运动，且

相位差为8），因此同相波由均匀正定态分岔而来$

当&1!2
（%3-），可想象出（但需要证明），此时)9

*+%波或是在同相波的基础上分岔而来（即同相解
失去稳定），或是与同相波共存（因为当%!-时，对
任意的&!8，系统（-）总存在同相波）$
从数值计算的结果来看，耦合!"#$%&’(%"振子

中的)*+%波是稳定的，且是唯一的（详见文献［:］中
的数值结果）$我们猜想此结果一般地正确，但须严
格证明$

［-］ ;<=<>"?&@AB，,-./-0-1%，!（-:C.），08C<
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（-:FF），-44<
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!$（-:F:），4.8<
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（-:F0），C--<

［4］ ;<=<>"?&@AB，,-./-0-1%，&#（-:4-），F4<
［F］ ;<=<>"?&@AB，M<I<H#"(@%R，M<;<S#@+#(?O%R，,-./-0-1%，

&(（-:42），24-<
［:］ D<D<EB@%&，T<U<M&&，=>%?$@>-$，)(!（-:4:），0-C<

［-8］ G<P<M"%&@%&，)<D<G#%V#OO，5<P<)B+#"Q，345#$&，)*
（-:F4），28<

［--］ ><N’"9)W=，345#$&，&’（-:F/），2.2<
［-2］ S<I N%"?@BJA，M<N<>?"?OO%R，,-.AA.B->%A65+7<C7:->#，##
（-::2），0-:<
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