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寻找高维可积模型（特别是"’(维可积模型）是非线性物理中的一个非常重要的问题)建立了一种利用广义

*+,-./,/对称性的高维实现首先找到了一些（"’(）维*+,-./,/可积模型，并证明（"’(）维*+,-./,/可积模型均具有

0-123//452*+,-./,/对称代数)更进一步，利用67+..28-9/,2:-,;7<-=7的奇性分析方法，证明了其中一个*+,-./,/可

积模型也是>-+;=7<?可积的)
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( 引 言

由于在物理领域（如凝聚态物理，经典和量子场

论，光学等）化学，生物和通讯等领域的广泛应用，孤

子理论和实验的研究已引起物理学家和教学家的极

大兴趣，特别地，对（(’(）和（!’(）维系统已作了深

入地研究(—@，得到了可积模型的众多性质（如具有

无穷多对称，C-D对，>-+;=7<?性质，多孤子解等）)可
是，我们知道，实际的物理空间是（"’(）维甚至是更

高维的，人们希望对高维孤子理论也能作一些有益

地研究，虽然在这方面已作了一些工作，但进展不

大［$］)目前理论界对高维（大于（!’(）维）情况下的

可积模型知之甚少)除了（!’!）维的自对偶E-;F2
3+==.［(，G］和一些条件可积模型［H—(#］之外，人们还未

找到大于（!’(）维的真正的完全可积模型)近来，楼

森岳对如何寻找高维可积模型从多方面进行了有益

的探讨：(）对于（(’(）维可积体系，如果知道了体系

的强对称算子（或称递推算子），就可以得到体系的

无穷多对称和守恒量、双I-J+=K/;结构及C-D对等

可积性质；同时，利用（(’(）维的强对称算子，可以

方便地得到一类（!’(）维可积模型［((—("］，根据这

种思想，从任何一个（(’(）维的强对称算子出发，人

们可以得到一类特殊的高维（大于（!’(）维）可积模

型［(%］)!）对于任意可积模型，存在无穷多对称和守

恒量，事实上，04*方程的无穷多对称对应于 其

L1MN-,KO形 式 的 无 穷 维 解 空 间 的 共 形 不 变 性

（3P9+/Q.变换不变性），也就是说，L1MN-,KO04*方

程的共形不变性对应于04*方程的无穷多对称)同
样地，从L1MN-,KO0>方程的共形不变性可导出0>
方 程 一 类 无 穷 多 对 称)从 具 有 共 形 不 变 性 的

L1MN-,KO形式出发，可以得到众多在具有>-+;=7<?
性质意义下的高维可积模型［(@］)"）对（!’(）维可积

方程的对称性分析发现，不同的可积模型具有不同

的0-123//452*+,-./,/（03*）对称代数，但它们都

具有相同的*+,-./,/李对称代数；而所有已知的（!
’(）维不可积方程都不具有*+,-./,/对称代数)因
此，楼森岳等［($］提出对高维模型，如果它具有*+,-2
./,/对称代数，称它是在此意义下可积的)从*+,-2
./,/对称代数出发，利用各种不同的实现，得到了众

多的具有*+,-./,/对称代数意义下的高维可积模

型［(G，(H］)然而，到目前为止，从以上不同方法出发而

得到的高维（大于（!’(）维）模型只是在特定意义下

是可积的，如从具有共形不变性的L1MN-,KO形式方

程出发，得到的高维模型只是在具有>-+;=7<?性质

形式意义下可积)我们知道，对于（(’(）维和（!’(）

维的可积模型，总是具有多种可积性质)因此，希望

能找到由以上方法得到的高维模型也具有其他可积

性质)本文从广义*+,-./,/对称代数出发，选择适当

的对称实现，得到了一些具有03*对称代数性质
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和!"#$%&’(性质的高维模型)

* 一般理论

广义+#,"-.,.对称代数形式为

［!（!/），!（!*）］"!（!
·
*!/#!

·
/!*）， （/）

其中!/和!*是关于某一独立变量的任意函数，如

时间$，函数!/和!*上的点表示此独立变量对函

数!的导数，!（!）是在广义+#,"-.,.对称代数意义

下可积模型的对称%
为了获得关于+#,"-.,.对称代数（/）式的&阶

群不变偏微分方程，首先应用定义在空间’!(（’
是自变量空间，( 为应变量空间）上的向量场来实

现李对称代数（/）式，本文主要是研究（01/）维的模

型，限制’为四维时空，相应的坐标是)，*，+，$，(
是实标量函数,（)，*，+，$）空间%广义向量场可表为

-"’（)，*，+，$，,）!)./（)，*，$，,）!*
.0（)，*，$，,）!+.1（)，*，$，,）!$
.(（)，*，$，,）!,% （*）

为了实现李代数（/）式，选择（/）式中的!是关于$
的函数，限制1，’，/，0和( 为

1"!（$），

｛’，/，0，(｝ ｛" "
2

3"/
!（3）’3，"

2

3"/
!（3）/3，

"
2

3"/
!（3）03，"

2

3"/
!（3）( ｝3 ，

2"/，*，0，⋯， （0）

其次还必须给出标量函数,的各阶偏导数,)，,*，

⋯,)3*4+5，⋯的所有扩张（&23&$-#.$）%&级延长结构

的一般形式［/4］

67&- "-.()!,).(
*!,*.(

+!,+.(
$!,$

.⋯. "
/#3.4.5.2#&

()
3
*
4+5$2!,)3*4+5$2， （5）

()"8)（(#’,)#/,*#0,+#1,$）

.’,))./,)*.0,)+.1,)$， （6）

(*"8*（(#’,)#/,*#0,+#1,$）

.’,)*./,**.0,*+.1,*$， （7）

(+"8+（(#’,)#/,*#0,+#1,$）

.’,)+./,*+.0,++.1,+$， （8）

($"8$（(#’,)#/,*#0,+#1,$）

.’,)$./,*$.0,+$.1,$$， （9）

()
3
*
4+5$2 "8)()

3#/
*
4+5$2#（8)’）,)3*4+5$2

#（8)/）,)3#/*4./+5$2#（8)0）,)3#/*4+5./$2

#（8)1）,)3#/*4+5$2./， （4）

()
3
*
4+
5
$
2

"8*()
3
*
4#/+

5
$
2

#（8*’）,)3./*4#/+5$2

#（8*/）,)3*4+5$2#（8*0）,)3*4#/+5./$2

#（8)1）,)3,4#/+5$2./， （/:）

()
3
*
4+5$2 "8+()

3
*
4+5#/$2#（8+’）,)3./*4+5#/$2

#（8+/）,)3*4./+5#/$2#（8+0）,)3*4+5$2

#（8+1）,)3,4+5#/$2./， （//）

()
3
*
4+5$2 "8$()

3
*
4+5$2#/#（8$’）,)3./*4+5$2#/

#（8$/）,)3*4./+5$2#/#（8$0）,)3*4+5./$2#/

#（8$1）,)3*4+5$2， （/*）

其中8)，8*，8+和8$是全微分%对于每个满足+#;
,"-.,.李代数（/）式的对称，利用（6）—（/*）式，即可

求得相应的&级扩张，群不变量方程的一般形式为

"（)，*，+，$，,，,)，,*，,+，,$，⋯，,)3*4+5$2，⋯）":，

（/0）

其中函数"满足

67（&）-·"":% （/5）

接着要做的是寻找（/5）式的用自变量)，*，+，

$和应变量,表示的特征解，从特征解中可得到一

组积分不变量97（)，*，+，$，,，⋯，,)3*4+6$:），（/#3
14161:#&，7</，*，0，⋯）因此群不变量方程

（/0）式可改写成

;（9/，9*，90，⋯，97，⋯）":% （/6）

要获得所有的不变量，仅仅需求解下列特征方程：

=$
! "

=)
’ "=*/ "=+0 "=,( "⋯"

=,)3*4+5$7

()
3
*
4+5$7

"⋯

（/7）

具体地，将向量场- 的各级扩张代入（/7）式，然后

进行简单的积分计算，就可得到众多的积分不变量，

再由不变量方程即能得到一般的群不变量方程，一

般地，这样得到的不变量方程往往是与!相关的%
为了得到在具有广义+#,"-.,.对称代数意义下可积

的（01/）维方程，必须从中找出与!无关的群不变

量方程%我们知道，满足广义+#,"-.,.对称代数（/）

式的具体实现有很多，对于不同的具体实现，总是能

得到相应的不变量和不变量方程的%

0 +#,"-.,.对称代数的具体实现及其

群不变量方程

为了得到具体的群不变量方程，我们选择以下
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三种不同的满足对称代数（!）式的具体实现!

!"# 实现一

!!"#!"$（%）!%&（’"($
·
&’#$$）!(&’%)$

·
!)

&’&*$
·
!*&（’!+$

·
&’’()*"$$）!+， （!(）

其中’!，’"，’%和’&满足’")’&)’%*’!+!，’"+
*!（如果’#!,），根据上节的方法，利用（#）—（!"）

式，计算出（&）式中的相应的各级扩张，实现!!的,
级延长结构为

-.,#!"#!&［（’!/’"）$
·
+(&’’)*"$$］!+(

&［（’!/’%）$
·
+)&’’(*"$$］!+)

&［（’!/’&）$
·
+*&"’’()*$$］!+*

&［（’!/!）$
·
+%&（’!+/’"(+(/’%)+)

/’&*+*）$$&（/’#+(&’’()*"）$（%）］!+%

&［（’!/’"/!）$
·
+(%&（（’!/’"）+(

/’"(+((/’%)+()/’&*+(*）$$

&（’’)*"/’#+((）$（%）］!+(%

&［（’!/’%/!）$
·
+)%&（（’!/’%）+)

/’"(+()/’%)+))/’&*+)*）$$

&（’’(*"/’#+()）$（%）］!+)%

&［（’!/’&/!）$
·
+*%&（（’!/’&）+*

/’"(+(*/’%)+)(/’&*+**）$$

&（"’’()*/’#+(*）$（%）］!+*%

&［（’!/’"/’%）$
·
+()&’’*"$$］!+()

&［（’!/’"/’&）$
·
+(*&"’’)*$$］!+(*

&［（’!/’%/’&）$
·
+)*&"’’(*$$］!+)*

&"
,

0""
（’!/0’"）$

·
+0(!+0(

&"
,

0""
（’!/0’%）$

·
+0)!+0)

&"
,

0"%
（’!/0’&）$

·
+0*!+0*

&［（’!/"’&）$
·
+**&"’’()$$］!+**

&［（’!/’"/’%/’&）$
·
+()*&’’$$］!()*

&［（’!/’"/’%/"’&）+()**$
·
&"’’$$］!+()**

& "
%#0&1&.#,

（’!/0’"/1’%/.’&）$
·
+(0)1*.!+(0)1*.

&［（’!/"’"/!）+((%$
·
/（（"’"/’!）+((

&’"(+(((&’%)+(()&’&*+((*）$$/’#+((($
（%）］!+((%

&［（’!/’"/’%/!）+()%$
·
/（（’"&’%/’!）+()

&’"(+(()&’%)+())&’&*+()*）$$&（’’*"

/’#+(()）$（%）］!+()%&［（’!/’"/’&/!）+(*%$
·

/（（’"&’&/’!）+(*&’"(+((*&’%)+()*

&’&*+(**）$$&（"’’)*/’#+((*）$（%）］!+(*%

&［（’!/’%/’&/!）+)*%$
·
/（（’%&’&/’!）+)*

&’"(+()*&’%)+))*&’&*+)**）$$

&（"’’(*/’#+()*）$（%）］!+)*%

&［（’!/’"/’%/’&/!）+()*%$
·

/（（’"&’%&’&/’!）+()*&’"(+(()*

&’%)+())*&’&*+()**）$$

&（"’’*/’#+(()*）$（%）］!+()*%

&［（’!/’"/’%/"’&）+()**%$
·

/（（’"&’%&"’&/’!）+()**

&’"(+(()**&’%)+())**&’&*+()***）$$

&（"’’/’#）+(()**）$（%）］!+()**%

& "
%#0&1&.#,/!

［（’!/0’"/1’%/.’&

/!）$
·
+(0)1*.%/（’"(+(0&!)1*.&’%)+(0)1&!*.

&’&*+(0)1*.&!&（’!&0’"&1’%&.’&）+(0)1*.）$$

/’#+(0&!)1*.$
（%）］!+(0)1*.%

&-./01234564./2/7./%/7./589-58.1: （!;）

然后，将（!;）式中的相应的各级扩张代入（!’）

式，求解特征方程，可以得到所有的不变量；以下给

出了一些本文要用到的群不变量：

2!"($/’"/’#$
·

，2"")$/’%，2%"*$/’&， （!<）

2&"+$/’!/’’2!2"2"%$
·
/!"’#’’2"2

"
%$

·"，

2#"+($’"/’!/’’2"2"%$
·

， （",）

2’"+)$/’!&’%/’’2!2"%$
·
/!"’#’’2

"
%$

·"，

2("+*$/’!&’&/"’’2!2"2%$
·
/!"’#’’2"2%$

·"，（"!）
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!!"#$%"&’"(%
·
（&’"!#(’$!"!%(’&!$!’

(’#!&!(）&（’’!"!$!$&&’%!%）（%%)&%
·$），

!*"#))%$’$&’"， （$$）

!"+"#)*%&’"(’$(’&&%
·
’’!$&，

!"""#)+%&’"(’$(’#&$%
·
’’!$!&，

!"$"#**%&’"($’&， （$&）

!"&"#*+%&’"(’&(’#&$’’!"!&%
·
&"$’%’’!&%

·$，

!"#"#++%$’#&’"&$’’!"!$%
·
&"$’%’’!$%

·$， （$#）

!"%"#)$%’$("&’"(［（’$&’"）!%

(’$!"!*(’&!$!"+(’#!&!""］%
·

&（’’!$!$&&’%!*）（%%)&%
·$）， （$%）

!"’"#)*+%’$(’&(’#&’"&$’’!&%
·

，

,)-"#)-%&’"(-’$，,*-"#*-%&’"(-’&，

,+-"#+-%&’"(-’#，（-!&）， （$’）

,-./"#)-*.+/%&’"(-’$(.’&(/’#，

（-(.(/!&，,-.,/0123-".
"/""，-". ""／$/""）， （$(）

!"("#))$%"&’"($’$(（（$’$&’"）!*(’$!",)&

(’&!$,$"+(’#!&,$+"）%
·
(’%,)&（%%)&%

·$），

（$!）

!"!"#)))$%"&’"(&’$(（（&’$&’"）,)&(’$!",)#

(’&!$,&"+(’#!&,&+"）%
·
(’%,)#（%%)&%

·$），

（$*）

!"*"#))*$%"&’"($’$(’&(（（$’$(’&
&’"）,$"+(’$!",&"+(’&!$,$$+

(’#!&,$""）%
·
(’%,&"+（%%)）， （&+）

!$+"#))+$%"&’"(&’$(’#(（（&’$(’#
&’"）,$+"(’$!",&+"(’&!$,$""

(’#!&,$+$）%
·
(’%,&+"（%%)）， （&"）

!$""#)*++%&’"(’$(’&($’#&$’’%
·

，

!$$"#)++%&’"(’$($’#&$’’%
·
!$， （&$）

!$&"#*++%&’"(’&($’#&$’’!"%
·
&’%’’%

·$0 （&&）

将以上的群不变量（"*）—（&&）式代入不变量方

程（"%），原则上可以获得许许多多具有45367232对

称代数的不变量方程，然而，通常情况下得到的不变

量方程是与%相关的0根据文献［"’］的一般理论，

具有45367232代数（"）式的可积模型应该是与%无

关的，但要从与%有复杂关系的群不变量的组合来

得到与%无关的不变量方程是不容易的0下面仅给

出三种与%无关的（&8"）维45367232可积方程：

（5）如果让19
$’$:’"
$’’

，29
’&
$’’

，39
’#
$’’

，49

:
&’$:’"
$’’

，从5"不变方程

!"(,)#&!"!,)&(1!*!$",)#(4!$",)&,)&
(2!$$,)#,$"+(3!"’,)#,$+"&2!$$,)&,&"+
&3!"’,)&,&+""+0 （&#）

我们能得到与%无关的不变量方程

$’’（#))$#))))&#)))$#)))）(（$’$&’"）#))#))))#)*++
&（&’$&’"）#)*++#$)))(’&#)++（#))*#))))&#)))*#)))）

(’##)*+（#))))#))+&#)))+#)))）"+， （&%）

其中’"，’&，’#和’’是任意常数0相应的45367232对

称为

!"%（$）!$(（’$)%
·
(’%%)）!)(’&*%

·
!*

(’#+%
·
!+(（’"#%

·
(’’)*+$%)）!#0（&’）

（55）如果选择19
:’"8$’$8’&

$’’
，49:

’#:’"8$’$
$’’

，

29
’&
$’’

，39
’#
$’’

，有不变量方程

$’’（#))*$#)))+&#))+$#)))*）(（$’$(’"
&’&）#)*++#))*#)))+&（$’$(’#&’"）#)*+#))+#)))*
(’&#)++（#))**#)))+&#))*+#)))*）

(’##)*+（#))*+#)))+&#))++#)))*）"+， （&(）

其相应的5"不变量方程是

!"*,&+"&!$+,&"+(1!$",$"+,&+"(4!$",$+",&"+
(2!$$,&+",$$+&2!$$,$"",&"+(3!"’,&+",$""
&3!"’,$+$,&"+"+0 （&!）

（555）若取’%9+，39184:$2:"／$’’，从

!"((1!$"!*(4!$$,$"+(2!"’,$+"(3!$&,)&"+
（&*）

得到与%无关的群不变量方程

#))$(1#)*++#))(4#)++#))*(2#)*+#))+
(（1(4&$2&"／$’’）#*++#)))"+，（#+）

其中1，4，2为任意常数0相应的具有45367232对

称代数的对称为

!"%（$）!$(（$’’（1(4&$2）&"）)%
·
!)
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!!""#$%
·
!$!!""&’%

·
!’!（（!""（(

!!#)#&）)!）*%
·
!""+$’!%$）!*, （#%）

!"# 实现二

选择满足代数（%）式的第二个对称为

!-.!-)%（/）!/)（"!+%
·
!"&%$）!+)"’$%

·
!$

)"#’%
·
!’!（"%*%

·
!""+%$!"($’!%$

!")%
（’））!*， （#!）

其中系数满足"%*"’*!"#+%，"!+,%（如果"&，")
!-）关系，""，"( 为任意常数,类似以上的计算过

程，可以方便地得到众多的群不变量：

0%-+%"!)"&%
·

，0!-$%"’，0’-’%"#， （#’）

0#-*%"%!（""0%!"(0!0!’）%
·
!%!"&""%

·!

!")（%%$)%／!%
·!），0&-*+%"!!"%!""%

·
，

（##）

0"-*$%"%!"’!"(0!’%
·

，

0(-*’%"%!"#!!"(0!0’%
·

， （#&）

0)-*++%"%!!"!，0.-*+$%"%!"!!"’，

0%%-*+’%"%!"!!"#，0%!-*$$%"%!!"’， （#"）

0%’-*$’%"%!"’!"#!!"(0’%
·

，

0%#-*’’%!"#!"%!!"(0!%
·

， （#(）

0%&-*+/%"!!%!"%!［（"!!"%）0&

!"!0%0)!"’0!0.!"#0’0%%］%
·

!（""!"&0)）（%%$)%
·!）， （#)）

1+2-*+2%"%!2"!，1$2-*$2%"%!2"’，

1’2-*’2%"%!2"#，（2"’），

0%"-*$’’%"%!"’!!"#!!"(%
·

， （#.）

1234-*+2$3’4%"%!2"!!3"’!4"#，

（2!3!4"’，/01/234563 -%／!4-%），

（&-）

0%(-*++/%%!"%!!"!!（（!"!!"%）0)

!"!0%1+’!"’0!1!%-!"#0’1!-%）%
·

!"&1+’（%%$)%
·!）， （&%）

0%)-*+++/%%!"%!’"!!（（’"!!"%）1+’

!"!0%1+#!"’0!1’%-!"#0’1’-%）%
·

!"&1+#（%%$)%
·!），⋯, （&!）

将这些群不变量代入（%&）式，我们同样能找到许多

与%无关的不变量方程，这里只给出一个例子：

0%)1+’)0%(1+#!50%#1’%-1+’!60%’1’-%1+’!"0&1+’1+’
!70&0)1+#)50%#1!%-1+#)60%’1!-%1+#--， （&’）

选择（&’）式中的系数为5+,"’／!"(，6+,"#／

!"(，"+,（"%*’"!）／""和7+（"%*!"!）／""，即可

有（’*%）维不变量方程

*+++/*+++)*++/*++++!
"%!!"!
""

*+*++*++++

)
"%!’"!
""

*+*!+++!
"’
"(
*’’（*++$*++++)*+++$*+++）

!
"#
"(
*$’（*+++’*+++)*++’*++++）--, （&#）

!"! 实现三

进一步地选择满足7869:565型代数（%）式的较

为复杂的对称形式

!-.’-)%（/）!/)（"!+%
·
!（"&$!!".’!）%$）!+

)"’$%
·
!$)"#’%

·
!’!（"%*%

·
!""+%$

!（")$!!"%-’!）%（’））!*， （&&）

其中"%，"!，"’和"#满足"%*"!+%，"%*!"’+!，"%
*!"#+!，而"&，""，")，".和"%-是任意常数,根据求

不变量方程的一般方法，通过较为复杂的积分运算，

仍然可以得到8级扩张的相应的积分不变量（这里

仅列出一部分）：

0%-+%"!)（"&0!!!".0!’）%
·

，0!-$%"’，0’-’%"#，

（&"）

0#-*%"%!""0%%
·
!%!""

（"&0!!!".0!’）%
·!

!（")0!!!"%-0!’）（%%$)%
·!），

0&-*+%"!!"%!""%
·

， （&(）

0"-*++%!"!!"%，0(-*+$%"%!"!!"’!!"&0!0"%
·

，

0)-*+’%"%!"!!"#!!".0’0"%
·

， （&)）

0.-*’’%!"#!"%!（#".0’0)!!".0&）%
·

)（""".!#"!.0!’0"）%
·!!!"%-（%%$)%

·!），（&.）

0%--*$$%"%!!"’!（#"&0!0(!!"&0&）%
·

)（"&""!#"!&0!!0"）%
·!!!")（%%$)%

·!），（"-）

0%%-*+/%"!!%!"%!［（"!!"%）0&!"!0%0"

!"’0!0(!"#0’0)］%
·
!（""!（"&0!!
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!"!#"#）#$）（$$%%$
·"）， （$&）

#&"&’(()$"""!"’!"&!""!###(#$
·

，

#&#&’((*$"""!"#!"&!""(#"+(#$
·

，

+(,&’(,$%"&!,""，（,!#）， （$"）

#&’&’((-$&!"&!"""!（（"""!"&）#$

!""#&+(#!"##"#&#!"’###&"）$
·

!（"(#""!"!#"#）+(#（$$%%$
·"）， （$#）

#&(&’(**$"&!""!""#!（’"(#"#&#

!""(#$）$
·
%’""(#""+(#$

·"， （$’）

#&$&’())$"&!""!""’!（’"!###&"

!""!#$）$
·
%’""!#"#+(#$

·"， （$(）

#&)&’(((*$"&!#""!"#!""(#"+(’$
·

，

#&*&’((()$"&!#""!"’!""!##+(’$
·

， （$$）

#&!&’((**$"&!"""!""#!（’"(#"#&)

!""(+(#）$
·
%’""(#""+(’$

·"， （$)）

#"+&’(())$"&!"""!""’!（’"!###&*

!""!+(#）$
·
%’""!#"#+(’$

·"， （$*）

#"&&’(((-$&!"&!#""!（（#""!"&）+(#

!""#&+(’!"##"#&)!"’###&*）$
·

!（"(#""!"!#"#）+(’（$$%%$
·"）. （$!）

将群不变量（($）—（$!）式代入不变量方程（&$）式，

可以得到一些与$无关的（#,&）维具有-./012/2代

数的可积模型，例如

’((-’((((%’(((’(((-!/’(’((’((((!（&!/）’(’"(((
!0（’(())’(((!’())’((((%"’(()’((()）

!1（’(**’((((!’((**’(((%"’(((*’((*）&+，（)+）

其中/，0，和1是任意常数；和

’(-!2’’((!"’**!"’))&+， （)&）

其中2和"为任意常数.

’ 30.45678性质分析

检验一个高维模型是否具有30.45678性质，利

用由96.11，:0;2/，<0/467056［"+］提出的所谓的9:<
分析方法是既简单又非常行之有效的=众所周知，偏

微分方程具有30.45678性质是指在任意的奇异流形

（!（(，*，)，-）>+）上它的解是单值的.为了简化

30.45678分析的计算并不失其一般性，?/@1A05提出

奇异流形!（(，*，)，-）可以用!（(，*，)，-）>(,
!&（*，)，-）代替.根据以上的思想，利用9:<方法，

对用代数方法得到的（#,&）维方程进行30.45678分

析，发现方程（#(）具有30.45678性质=为了简化计

算，令3>’(，"&>B&／"，"">&／"，将方程（#(）改写

为

""$（3(-3(((%3((-3((）!#"3(3(((3*))

%"3*))3"((!"#3))（3(*3(((%3((*3((）

!"’3*)（3(((3()%3(()3((）&+， （)"）

其中"#,"’>+.利用标准的 9:<方法，通过领头

项分析，在奇异流形!（(，*，)，-）>(,!&（*，)，-）

下，可将3展开成

3&"
C

4&+
34!4%". （)#）

这里!&>!&（*，)，-），34>34（*，)，-）是关于*，)，

-的函数.把（)#）式代入（)"）式，能得到34的以下

递推关系：

4（4!&）（4%"）34&54（!&，!&*，⋯，3+，3&，⋯，34%&，

（4&+，&，"，⋯）， （)’）

显然，方程的共振点是

4&%&，+，"， （)(）

对于共振点4>B&和4>+分别对应任意的奇异流

形!和任意函数3+.从递推关系（)’）式，有

4&&，3&&

&
"

（"#!&)3+*!"’!&*3+)）

!&)!&*
， （)$）

4&"，#!&))!&*3"+3&!$!&)!&*3+)3+3&!$!&)!&*)3"+3&
!$"’!&)!&*3&)3"+%""#!&))3+*3"+!""’!&)!&*3+)3+3&
%’"#!&)3+)3+*3+%""’!&*)3+)3"+!$"#!&)"3&*3"+
%""’!&)3+)3+*3+%(!&)"!&*3+3"&!""#!&)"3+*3+3&
!#!&)"3+*3+3&%""’!&*3"+)3+&+. （))）

对于4>"，相容条件（))）必须满足，将（)$）式代入

（))）式，相容条件（))）式马上得到满足（当"#>"’
>+）.因此，具有-./012/2代数的方程（#(）同时具有

30.45678性质，也就是说，方程（#(）同时在30.45678
性质意义下可积.

( ?D-对称李代数

利用文献［&$］中建立的简单的形式级数方法，

我们对所有的由对称代数方法得到的（#,&）维模型

进行对称分析，发现所有的（#,&）维方程不仅具有
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!"#$%&#&代数，而且还具有’(!对称代数!作为例

子，在此给出了方程

"#$%""##%"&&%"’’() （*+）

的’(!对称李代数结构（上式就是当),*,-时

的方程（*-））!

［!（+-），!（+.）］(!（+
·
-+.,+

·
.+-），

［!（+），-（.）］(-（.+
·
,+.

·
），

［/（0-），/（0.）］(-.1
（0-0

·
.,0.0

·
-），（*/）

［!（+），/（0）］(/（0+
·
,+0·），

［!（+），2（3）］(,2（3+
·
,+3·），

［-（.-，-（..））］(-.1
（.-.

·
.,...

·
-），（+)）

［-（.），/（0）］(［1（3），/（0）］(［-（.），/（0）］

(［1（3-），1（3.）］()， （+-）

其中“!”表示相关函数对时间$的导数!

!（+）(,+（$）!$, #+
·
% -
0&

.%-0’（ ）.+（ ）1 !#
,&+

·
!&,’+

·
!’ （% "+

·
,#+1

（% -
0&

.%-0’）.+（2））!"， （+.）

-（.）(.（$）!&,
-
..

·
&!#%

-
.&.
1!"，

/（0）(0（$）!’,
-
.0

·’!#%
-
.’01!"

，（+2）

1（3）(,3（$）!#%3
·!"! （+0）

3 总结和讨论

实际上，，利用!"#$%&#&对称代数（-）的每一个

实现，都能得到相应的（24-）维在具有!"#$%&#&代

数意义下的可积模型5本文通过具体的三种对称实

现，得到了六个（24-）维不变量方程，并利用简单的

形式级数方法，发现所有的由!"#$%&#&对称代数方

法得到的（24-）维可积模型都具有’(!代数结

构，也就是说，这些（24-）维方程是在’(!代数意

义下可积的5利用678奇性分析方法，我们发现方

程（29）是在具有:$";<=>?性质意义下可积的5虽然，

我们得到了许多（24-）维!"#$%&#&代数的可积模型

和一个在:$";<=>?性质意义下的（24-）维可积模

型，但仍然有许多重要的和有意义的问题需要解决5
如怎样形式的!"#$%&#&可积模型是具有:$";<=>?性

质？是否能找到在@A7意义下、或在B$C意义下也

可积的（24-）维!"#$%&#&代数的可积方程？是否能

得到或怎样才能得到（24-）维!"#$%&#&可积方程的

多孤子解？

［-］ (5D5EF<&G"HI，:5E58<$#J%&;，A&<"H&;%K&;<";=$#L>&<MH"&;

LNM$H"&;%$;O@;>=#%=AP$HH=#";Q，B&;O&;($HR=S$H"P$<A&P"=HT
B=PHM#=K&H=A=#"=%-0/（8$SF#"OQ=U;">=#%"HT:#=%%，-//-）5

［.］ V5A5’">%R$#，W5E5($<&S=O，456!178!9.&:!，!"（-/+/），

*32$;O#=X=#=;P=%HR=#=";5
［2］ A5V5B&M，Y5Z5[M$;Q，178!9.&:!/5$$!，#$（-//9），-.2-；

Y5[58R=;5$);!，<*$)=>?>*59.&:>*)，%&（-//+），-2*9（";

8R";=%=）［陈光华等，物理学报，%&（-//+），-2*9］；D5\5]R$;Q，

<*$)9.&:>*)=>?>*)，%&（-//+），-0-3（";8R";=%=）［张解放，物

理学报，%&（-//+），-0-3］5
［0］ A5V5B&M，D5VM，D5B";，Y5Z5[M$;Q，D5’5]R$;Q，178!

9.&:!/5$$!，#"’（-//3），--5
［9］ 85[5YM5$);!，A&<"H&;7R=&#T$;O"H%Ê <̂"P$H"&;%（]R=_"$;Q

:MF<"%R";Q[&M%=&XAP"=;P=$;O7=PR;&<&QT，-//)）（";8R"‘

;=%=）［谷超豪等，孤子理论及其应用（浙江科学技术出版社，

-//)）］5
［3］ E5A5\&J$%，9.&:!456!/5$$!，("（-/+2）2；(&（-/+3），-9/；

a5@5W&Q&T&&<=$%J""，<*$)<@@;!1)$.!，")（-/++），..*5
［*］ b5A56$#O，9.>;!AB)?:!4!=7*!/7?8!，*)"(（-/+9），09-5
［+］ 85[5YM，/5$$!1)$.!9.&:!，"+（-//.），-//5

［/］ (5D"SF&，75("G$，9"C;!45:!D?:$!1)$.!=7*!2&7$7EF
?>6!，"$（-/+2），/025

［-)］ A5V5B&M，D5:56=;Q，-!1)$.!9.&:!，)!（-//9），20/.5
［--］ \58$<&Q=#&，E5c=Q$%̂=#"%，G"767H>35?$7，)"#（-/*3），

.)-；)$#（-/**），905
［-.］ V5A5B"，V5]5]R$;Q，-!9.&:!<：1)$.!I5?!，,!（-//2），

*0+*5
［-2］ A5V5B&M，-!9.&:!<：1)$.!I5?!，,+（-//9），9/02；A5V5

B&M，[5V5bM$;，H733"?!A.57B!9.&:!，,!（-//3），9-5
［-0］ A5V5B&M，=*>5?*5>?H.>?)，%’（-//*），-2-*5
［-9］ A5V5B&M，-!1)$.!9.&:!，)$（-//+），.--.；A5V5B&M，

9.&:!456!/5$$!，+’（-//+），9).*5
［-3］ A5V5B&M，Z5W5[M，-!9.&:!<：1)$.!I5?!，,&（-//0），

B.)*5
［-*］ A5V5B&M，D5VM，D5B";，-!9.&:!<：1)$.!I5?!，,+

（-//9），B-/-；A5V5B&M，D5B";，D5VM，9.&:!/5$$!，*,’"
（-//9），0*；D5B";，H733"?!A.57B!9.&:!，,(（-//3），00*5

［-+］ D5B";，D5VM，A5V5B&M，<*$)9.&:>*)=*>?>*)，%(（-//3），

-)*2（";8R";=%=）［林机，俞军，楼森岳，物理学报，%(（-//3），

-)*2］5
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