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在’()*+,和-,++*..提出的驱动/响应同步方案的基础上，引入间歇驱动的概念，仅间断地驱动响应系统，以实

现驱动与响应系统混沌同步0通过分析和数值研究表明该方法具有更大的适用范围，增加了驱动变量的选择自由

度，且工作鲁棒0

!国家自然科学基金（批准号：%1$&#"#%）资助的课题0

关键词：同步，间歇驱动，渐近稳定，条件李雅谱诺夫指数

!"##："232，"23&

# 引 言

自九十年代初’()*+,和-,++*..提出利用驱动/
响应的方案（’-方法）［#，!］实现混沌系统间的同步，

并在4*5(+67(8)*95电路的基础上设计并实现两

个混沌模拟电路同步［:］0混沌同步的研究便成为人

们研究的焦点，陆续出现多种同步方法［3—&］，打破

了人们一直认为的混沌的运动轨迹对初始条件具有

高度的敏感性而不可能实现同步的论断0’-方法的

基本思想是：将一作为驱动系统的混沌系统分解为

两个子系统!，"，，并复制子系统"为"’作为响应

系统，而将另一子系统!中的部分或全部变量作为

驱动变量来连续地驱动响应系统，’()*+,/-,++*..同

步定理指出：只有当响应系统是渐近稳定的（所有的

条件李雅谱诺夫指数都为负），则才能达到响应系统

和驱动系统的混沌同步0可见’-方法的系统分解

是有限制的，如对;*+(<=混沌系统若采用#:作为

驱动变量，因子系统［##，#!］非渐近稳定，而使得

’-方法失效0本文在’-方法的基础上引入间歇式

驱动方案，通过选择合适的驱动周期实现混沌同步0
事实上，调节间歇驱动周期，将改变驱动系统的稳定

性及同步吸引域0对驱动变量的选择也具有更大的

任意性，即使对如;*+(<=系统采用#:作为驱动变

量，选一合适周期的间歇驱动同步仍可实现0该方法

还可利用对不同系统的混沌信号进行周期采样所得

的混沌脉冲作为驱动信号来驱动两个相同的混沌系

统实现同步0因而，它可广泛应用于各种现代数字通

信系统的同步控制0

! 间歇驱动同步方法

设有一$维驱动系统为

#·%#（!，"）， （#）

!，"是#的两个子系统，且

!·%&!（!，"），"·%&"（!，"）’ （!）

响应系统设为

#·(%#(（!(，"(）， （:）

!(，"(是#(的两个子系统’
若以驱动系统（#）的!子系统的变量进行周期

为)的采样，并将所得混沌脉冲!（*$）（*$>$)，$
为整数）作为驱动信号来间歇驱动响应系统（:），则

间歇驱动下的响应系统的数学表述为

!·(%&!（!(，"(）+"
$%+?

$%,?
!（*,*$）（!（*$）

,!(（*$）），

"·(%&"（!(，"(）’ （3）

式中!（*）表示狄拉克脉冲，若对上式在*#（$)@
"，$)A"）内进行积分，我们可以发现当"$"有

!(（$)）>!（$)），即驱动的过程仅发生在*>$)

第2"卷 第#期!""#年#月

#"""/:!1"／!""#／2"（#）／""!#/"2
物 理 学 报
B-CB’DEFG-BFG7G-B

H*.02"，7*0#，I,<J,+K，!""#
!!""#-LM<0’LK

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
N0F*)0



时刻，在其余时间驱动系统（!）和响应系统（"）则独

立发展!
根据#$和%&’()&的同步定义［*］两系统同步应

满足

+’,
"!-
"#$（"，".，#$.）%#（"，".，#.）"&.，（/）

即要求有

+’,
"!-
"!’"&.，+’,

"!-
"!("&.， （0）

其中!’1’$（"，".，’$.）2’（"，".，’.），!(1($（"，

".，($.）2(（"，".，(.），根据矢量场，可得变分方程

!’·&)’（’$，($）%)’（’，(）

&*’)’（’，(）!’+*()’（’，(）!(

+#
,&+-

,&%-
!（"%",）!’， （3）

!(·&)(（’，(）%)(（’$，($）

&*’)(（’，(）!’+*()(（’，(）!(!（*）

以上（3），（*）式中*-).表示矢量场).对-的导数，

并忽略了高阶小量/（（!’）!，（!(）!）!
通过由（3），（*）两式构造李雅谱诺夫函数或计

算其条件李雅谱诺夫指数（456）可确定响应系统的

稳定性，从而判断响应系统能否与驱动系统达到同

步!很明显，响应系统的稳定性将受到驱动周期0
的影响!下面对0取不同值的情形加以分析!

（7） 01.
当01.时，即归为84方法，则’$$’也即为

!’（"）$.!
那么仅需考虑

!(·&*()(（’，(）!( （9）

的稳定性问题!由同步定理知道，若(子系统是渐

近稳定的，即由（9）式所确定的响应系统的456皆

为负数，则同步可以达到，否则无法同步!
（!）0!-

在这种情形下，两系统完全独立发展，若系统是

处于混沌状态的，则从不同初始点出发的响应系统

和驱动系统将是不可能同步的!且由（3），（*）两式确

定的456退化为通常的李雅普诺夫指数!
（"）0取为较小值

对这种情形，以(子系统的稳定性为界分为两

种情况进行讨论!
7）(是渐近稳定的，即（9）式确定的456皆为

负值，亦即满足连续驱动同步条件，若采用间歇驱

动，则响应系统的稳定性将由（3），（*）两式所确定!
由于在"1,0时，!’1.并且在,0时刻后的短时

间内*’)(（’，(）!’相对于*()(（’，(）!(是一微

小量并可忽略，则当0取得较小值时（0%01），由

（9）式的渐近稳定性可推知（*）式也应是渐近稳定

的，即+’,
"!-
"!("1.!而在"1,0时刻根据间歇驱

动的定义有!’1.，则不难推知+’,
"!-
"#$（"，".，#$.）

2#（"，".，#.）"1.!即同步的条件在0%01 总是

可以满足的!
!）(是不稳定的，即（9）式确定的最大的456

是正值，此时采用连续驱动显然不能达到同步，且同

以上分析相类似，在较小的值0%01$的范围内，由

（9）式的不稳定性可推知（*）式的不稳定性，从而在

0%01$的范围内同步都是无法实现的!然而注意

到，由（3），（*）两式确定的响应系统的456是驱动

周期0的函数!因而，存在这样的可能性，适当选取

驱动周期时，同步仍可实现!在下面的数值研究中将

证实这一点!
此外我们的驱动混沌脉冲还可以是通过对一混

沌系统的某些变量进行以0 为采样周期所获得的

离散信号2（0），2（!0），⋯，2（,0），用这些信号以

同样的周期0 来间歇驱动两个与信号系统不同类

型的混沌系统实现同步!在下面的数值研究中将以

:;<<+$=系统驱动两个5;=$>?达到同步进行说明!

" 数值研究结果分析

我们知道对于驱动3响应模型的同步方案，要使

同步实现，必然要求响应系统是渐近稳定的!对一个

系统的稳定性分析主要可通过两种方法，即构造李

雅谱诺夫函数法［*］和计算系统的最大456，而寻找

合适的李雅谱诺夫函数是一件困难的事，在本文的

研究中采用 @A5B的方法［9］通过计算响应系统的

最大456来确定响应系统的稳定性，从而判定同步

是否可以实现!
（7）5;=$>?系统驱动5;=$>?系统

取驱动系统为

#·&［"（#!%#7），4#7%#7#"%#!，#7#!%.#"］，

（7.）

依次取#7，#!，#"作为驱动变量，对同样的系统（"
17.，41!*，.1*／"）作间歇驱动，结果如下：以#7
作为驱动变量，则子系统(1［#!，#"］是一渐近稳

定的，其最大456为27C3*"9，是一负值，则由图7
（&）的响应系统的最大456与间歇驱动周期的关系

图可以看到在0%.!!.，其最大456保持为负值，
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即响应系统是渐近稳定的，也就表明同步在这个周

期范围内是可以达到的，图!（"）是在!#$%!&时

驱动系统和响应系统的"’分量随时间的演化图#
图!（(）是在不同的周期!（!#$#!$，$#!’，$#!&）

（)）在*+,-./的"!驱动下的响应系统的最大0*1和驱动周期

!的关系图

（"）在*+,-./的"!驱动下驱动和响应系统"’分量随时间$的

演化图（驱动周期!#$%!&）

（(）在不同的驱动周期!下驱动和响应系统轨迹的偏差随时间

$的演化图

图!

下的驱动系统和响应系统轨迹的差值（取常用对数）

随时间的演化图，在可同步的前提下可以发现响应

系统的最大0*1越小达到同步的时间越短，但值的

指出的是响应系统的最大0*1并非严格按周期!
的增大而增大的#

以"’作为驱动变量，子系统%#［"!，"2］同样

是渐近稳定的，其最大0*1为3’%444’，图’是以

"’作为驱动变量的响应系统最大0*1随周期!
的变化关系，可以看到在!!$%5&$的周期范围内

同步是可以达到的#

图’ 在*+,-./的"’驱动下的响应系统的最大0*1和驱动周

期!的关系图

以"2 作 为 驱 动 变 量，我 们 知 道 子 系 统%#
［"!，"’］并非一渐近稳定的子系统，其最大0*1为

$，若采用一般的连续驱动方法是无法达到同步的，

而若 采 用 间 歇 驱 动 由 图2则 可 看 到 在 !"（$，

$%$’）#（$%!!，$%!6）#（$%5’，$%57）内响应系统的

最大0*1变为负值，则在这些周期驱动下两系统仍

可同步#

图2 在*+,-./的"2驱动下的响应系统的最大0*1和驱动周

期!的关系图
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（!）"#$$%&’系统驱动(#’&)*系统

我们可对"#$$%&’系统

!·"［!#!+（!!$,），$!+$!-，!!#.%,/!-］

（++）

中的某一变量进行以周期& 的周期采样所获得的

信号’（&），’（!&），⋯，’（(&）作为驱动信号来驱动

两个相同的(#’&)*系统

)
·
"［!（)!$)+），*)+$)+)-$)!，)+)!$+)-］，

（+!）

其中!0+.，*0!1，+01／-%
研究结果表明：以!+作为驱动信号采样变量，

当&!.2-,时两(#’&)*系统可同步（图,）；以!!
作为驱动信号采样变量，当&!.2-+时两(#’&)*
系统可同步（图/）；以!-作为驱动信号采样变量，

当&"［.，.%+!］#（.%-/，.%3!）时两(#’&)*系统可

同步（图4）%

图, 在"#$$%&’的!+驱动下的响应系统的最大5(6和驱动周

期&的关系图

图/ 在"#$$%&’的!!驱动下的响应系统的最大5(6和驱动周

期&的关系图

图4 在"#$$%&’的!-驱动下的响应系统的最大5(6和驱动周

期&的关系图

此外我们还对该同步方法的鲁棒性进行了分

析，发现当（+）中两(#’&)*系统的参数*即使出现

较大的不匹配的情况下!*0.%./*（*为驱动系统

参数），两系统仍可同步%图3是以(#’&)*系统的!!
为驱动变量驱动(#’&)*系统（驱动周期&0.%!）在

参数匹配及失配的情况下，两系统轨迹的偏差（取常

用对数）随时间的演化图，结果表明同步仍可实现，

只是同步的时间较参数匹配的情形长一些%这种工

作中的鲁棒性使得在实际系统中构造同步成为可

能，同时也表明该方法在有低噪声的影响下仍可正

常工作%

图3 在(#’&)*的!!驱动下参数匹配（失配）情形驱动和响应

系统轨迹偏差随时间,的演化图（驱动周期&0.2!）

, 结 论

本文引入间歇驱动的概念，对7&8#’9:59’’#%%的

连续驱动方案进行改进，定性分析及数值研究表明

可利用对一混沌系统的某些变量进行周期采样所得
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的信号来间歇地驱动两混沌系统达到同步!在实际

应用中我们可将所需的信号调制在驱动混沌脉冲上

进行传输，可很方便地应用于当今流行的数字通信

领域中，虽然在单位时间传输的信息量减少，但在保

密通讯的应用中这将使得其携带的信息更加难以被

窃取!研究还表明该方法工作鲁棒，具有一定的抗干

扰能力!
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