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依据概率论的定义，通过对稳态时关联函数的解耦，给出一维元胞自动机单速随机交通流模型中的关联函数

与转入、转出及刹车概率之间的关系，继而进一步得出车辆的密度、速度、流量等物理量随这三个概率变化的理论

值，理论结果与实验模拟相一致)
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# 引 言

在模拟研究交通流问题时，由于元胞自动机

（+,--.-/01.234/235，简称+1）模型能有效地揭示车

流从自由运动相到局部阻塞相这类复杂系统的非线

性行为，又易于在计算机上模拟交通流中的各种效

应，因此它已成为研究交通流的重要模型之一［#］)
用+1模型研究交通流中粒子的密度、速度或流量

所进行的理论分析中，必然要处理粒子之间的关联

问题)对于一维6+1交通流模型，从唯象分析出发，

利用平均场理论，已有研究结果［%，7］；对于随机交通

流模型，文献［"］在低密度的近似下，应用平衡自旋

理论进行了处理；而文献［!］通过引入不同速度分布

的密度概率函数，回避对关联函数的处理而进行研

究)这些处理方法虽然得到了有一定意义的结果，但

却限制了模型的使用范围)最近文献［(］从严格的格

点状态更新规则出发，对+1空间关联函数依据概

率论进行逐步的解耦近似，给出了具有随机减速因

子的交通流的平均速度的一般形式)本文将其解耦

近似应用于存在有刹车、转入、转出概率的一维+1
单速随机交通流模型的分析中，得到了关联函数所

满足的三次方程，继而进一步得出粒子密度、速度、

流量随这三个概率变化的理论值)理论结果与计算

机数值模拟结果相一致)

% +1随机交通流模型的关联

$%& #"随机交通流模型

将道路视为具有!个格点的一维直线链，每一

个格点在某一时刻或为空或只能被一个粒子占据"
用布尔变量#$%表示第%个格点在$时刻的粒子占据

情况：#$%8#表示$时刻%格点有粒子，#$%8$表示$
时刻%格点为空"设粒子自左向右运动，按以下规则

演化：

（#）若该粒子前方（右方）为空，则该粒子可向前

移动—格或以刹车概率&’静止不动"
（%）若该格点无粒子占据，且其后方（左方）也无

粒子占据，则该格点可以以概率&95转入（产生）一

粒子： $$#
!
"
$
%
$##或$$$

!
"
$
%
$#$"

（7）若该格点有粒子占据，且其前方也有粒子占

据，则不管前方粒子在下一时刻是否向前运动，该粒

子均不能向前运动，但可允许其以概率&3.2转出（消

失）： $##
"
"
$
%
$$#或###

"
"
$
%
#$#"

则格点%在$:#时刻的占领状态可有如下演化方

程：

#$(#% )#$%#$%(#"$%(#$%*##$%#$%*#(#$%*##$%!$%(#$%#$%(##$%，

（#）

其中#$%，!$%，"$% 分别代表粒子刹车、产生、消失的布
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尔变量，!!"!"的概率为#$，"!"!"的概率为##$，

#!"!"的概率为#%&’%设!时刻链上有&!个粒子，则

系统粒子的平均密度为$!!
&!
’

，那么

$!(
"
’!

’

"("
)!"(〈)!"〉， （(）

若将系统的粒子在!时刻的平均速度*! 定义为!

时刻移动的粒子数占总粒子数的比例*!!
&)%*+
&

，

则

*!(
"
(&!

’

"("

（)!+"" ,)!"）((","
$!

〈)!+"")!"〉，（,）

将（"）式代入（,）式，且!!"，"!"，#!"分别以其相应的概

率表示，则

*!(%,
"
$!

（%,#%&’）〈)!")!"+"〉， （-）

其中%!".#$，〈)!")!"/"〉!"’!
’

"!"
)!")!"/"是一维01随

机交通流模型两格点耦合的空间等时关联函数，类

似地

*!+"(%,
"
$!+"

（%,#%&’）〈)!+"")!+""+"〉， （2）

而对!时刻系统粒子的流量有

-!($!*!% （3）

可见，要确定!时刻的*!，-!，必须先求出关联函数

〈)!")!"/"〉的具体数值%

!"! 等时关联函数〈!"#!"##$〉的表示

对系统充分大’"4，演化时间足够长!"4，

假设系统有渐近稳定态

$!($!+"，*!(*!+"， （5）

即有

〈)!"〉(〈)!+"" 〉， （6）

〈)!")!"+"〉(〈)!+"")!+""+"〉， （7）

在此情况下粒子的刹车、转入、转出概率与粒子的状

态无关，即#!"!#!"/"，!!"."!!!"!!!"/"，"!"!"!"/"等，

并将元胞格点微观量简记为〈)!"〉!〈"〉!，〈)!".")!"〉!
〈)!")!"/"〉!〈"8〉!，〈)!")!"/"〉!〈""〉!，〈)!".")!")!"/"〉!
〈"8"〉!，〈)!")!"/")!"/(〉!〈"""〉! 等等，将（"）式代入

（6），（7）式，有

〈"〉!(〈""〉!#%&’+〈"8〉!+〈88〉!##$，（"8）

〈""〉!(〈"""〉!#(%&’+〈"8""〉!%#%&’
+〈88""〉!##$#%&’+〈"88〉!%##$
+〈888〉!#(#$+〈""8〉!#%&’%

+〈"8"8〉!%%+〈88"8〉!##$%， （""）

其中，#%&’!".#%&’，%!".%!#$%由于（"8）式为

$!的表达式，我们可将其表示成〈""〉!，##$，#%&’的函

数关系，然后代入到经过将多格点耦合的关联函数

解耦处理后的（""）式，即可求出〈""〉!，从而得到交

通流中的一些重要物理量$!，*!，-!与转入、转出及

刹车概率之间的关系%

, 空间关联函数的解耦

设两点耦合关联函数〈""〉!!.，由于"点为"
的概率可以认为是"点为"，同时"/"点为8或为

"的两者概率共同组成，则

〈"8〉!(〈"〉!,〈""〉!($!,.；

〈88〉!(〈8〉!,〈"8〉!

(",$!,（$!,.）(",($!+.；

〈8"〉!(〈8〉!,〈88〉!($!,.， （"(）

而对两点以上的耦合关联函数可按照概率论作如下

计算［3，5］，如

〈""8〉!(〈""〉!#〈""/8〉!，

其中#〈""#8〉!表示在第"和第"/"格点分别有粒

子占据的条件下，第"/(格点为空时的条件概率%
由于每一粒子在每一时步只能走一个格点，因此在

同一时步中对一个指定格点状态变化有影响的，仅

仅是处在该格点左右两个最近邻格点位置上的那些

粒子，因而可忽略二体以上的空间关联，只须考虑两

元胞格点的耦合，故有

#〈""/8〉!(#〈"/8〉!(〈"8〉!／〈"〉!，

所以

〈""8〉!(〈""〉!〈"8〉!／〈"〉!(.,
.(

$!
%（",9）

类似地可以导出

〈"88〉!(〈"8〉!〈88〉!／〈8〉!

(（$!,.）（",($!+.）／（",$!）；

〈"""〉!(〈""〉!,〈""8〉!(.(／$!；

〈"8"〉!(〈"8〉!,〈"88〉!

(（$!,.）(／（",$!）；

〈88"〉!(〈8"〉!,〈"8"〉!

(（$!,.）（",($!+.）／（",$!）；

〈8""〉!(〈""〉!,〈"""〉!(.（$!,.）／$!；

〈8"8〉!(〈8"〉!,〈8""〉!(（$!,.）(／$!；

〈"8""〉!(〈"8"〉!〈8""〉!／〈8"〉!
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!"（!#$"）!／［!#（"$!#）］；

〈##""〉#!〈##"〉#〈#""〉#／〈#"〉#

!"（!#$"）（"$!!#%"）／［!#（"$!#）］；

〈###〉#!〈##〉#$〈##"〉#

!（"$!!#%"）!／（"$!#）；

〈"#"#〉#!〈"#"〉#〈#"#〉#／〈#"〉#

!（!#$"）$／［!#（"$!#）］；

〈##"#〉#!〈##"〉#〈#"#〉#／〈#"〉#

!（!#$"）!（"$!!#%"）／［!#（"$!#）］&
（"$%）

至此，依据关联平均概率的定义，已将&’单速随机

交通流模型中所有的高阶空间关联函数用!# 和"
表示出来&下面利用模型的演化方程（"）、!#的表示

（!）式及高阶关联解耦结果（"$）式，导出"所满足

的方程，并在后面相应部分对其结果进行了讨论&

( 关联函数方程及与!#，’#，(#关系

的讨论

!"# 关联函数方程

由于等时空间关联函数"的定义式为〈)#*)#*)"〉

*"+!
+

**"
)#*)#*)"，即*格点为"，同时*)"格点也为"

的粒子对数占总格点数的比例&又因为同时具有这

种特点的粒子对数肯定是少于总粒子数的（不考虑

格点全部填满粒子的情况），所以#""#!#&可见，

关联函数实际上与粒子的畅通相或局部堵塞相是密

切相联系的&
（"）当,+,*,-./*#时，由（"），（!），（"!）式可得

无论何时，均有!#)"*!#，因此!#*!#&这表明如果

没有车辆转入、转出，则车道上的车辆密度始终保持

初始分布的密度，刹车概率的存在并不改变初始密

度，而仅对关联函数产生影响&为了下面统一讨论方

便起见，设!#*
"
!)-"

，其中-* !#0（ ）"! ／"&
（!）当,+,$#时，将（1），（"!）式代入（"#）式，可

得出

!#!
"
!%

"
! "$

,-./
,（ ）
+,
!"!%-"

， （"(）

其中 -*"! "0
,-./
,（ ）
+,
&

综合之，有

!#!
"
!%-"

， （"2）

其中

- !
!#$（ ）"! ／" ,+,!,-./!#，

"
! "$

,-./
,（ ）
+,

,+,$#
%

&

’ &
（"3）

将（"2），（"$）式代入（""）式，有

."$%+"!%/"%(!#， （"1）

其中.*0)-1)-!2)-$3，+*4)-5)

-!6，/*7)-8，(*"4
（"0"!）&而

0!"!%,+,,-./$",+,$",-./；

1!,!+,$,!-./$$"!$$,+,,-./%$",+,
%$",-./%,-./$,+,；

2!$"!$(,!+,%!,+,,-./$!",+,$!",-./
%$,+,%,-./$"；

3!(,!+,$"!$!,+,%"；

4!"!
（,!+,%,!-./$$"!$,+,,-./%",+,

%",-./$,-./$,+,%!"）；

5!$"!$!,!+,%,+,,-./$",+,$",-./
%!,+,$!"；

6!!,!+,$
$
!"

!%$!"$!,+,
；

7 !"(
（$"!%,+,$,-./$$"）；

8!$("$
$
("

!$"!,+,&

（"1）式表明关联函数为三次方程，因此它可用通常

的代数解法求出&

!"$ 关联函数与!!，"!，#!关系的讨论

下面对（"1）式作具体分析&
（"）若,+,*,-./*#，则（"1）式化为

"!"$%（"$$!#"!）"!%（$!!#"!$!!#"

$!#"）"%!$#（"$"!）!#& （"4）

"）当,9*#，即"*"，则（"4）式化为

"$%（"$$!#）"!%（!!!#$!#）"!#，（"5）

（"5）式的根为""*!#，"!*!!#0"，"$*#，根据前

面的分析""须舍去，"!存在的条件是!#(#62，而

"$只能在!#"#62的情况下取得&因此，当!#"#62
时，关联"*#，相应的’#*"，(#*!#；而当!#(#62
时，"*!!#0"，相应的’#*"／!#0"，(#*"0!#&此
即一维7&’模型［!］的结果&
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!）当!""#，即!"$，也就是粒子既不产生也

不消失，同时每个粒子也不移动的情况#此时（#%）式

有解$#""!$，$!""$（舍去）#所以$""!$，%&"$，

’&"$#
&）当$!!"!#，（#%）式的根为

$#(
!"$!)#) #)’"$!*’!"" !

$
!!

；

$!(
!"$!)#* #)’"$!*’!"" !

$
!!

；

$&("$#
根据前面的分析，$&舍去，可证$#!$，$#$!!"$，

所以关联$只能取$!值，由（’），（(）式可求出：

%&(
#) #)’"$!*’!"" !

$
!"$

，

’&(
#) #)’"$!*’!"" !

$
! #

此时刹车导致了局部阻塞，使关联增加，速度、流量

降低#
（!）若!)*$$，则对（#+）式有

#）当!,-."$，$!!)*##时，有+"/’，,"
/-，此时满足$的取值条件（周期性边界条件下）

的根只有$"#，则"&"#，%&"$，’&"$，即只有转

入，没有转出的情况下，车道最终将发生全程堵塞#
!）当$!!,-.!#，$!!)*##或$!!,-.##，$!

!)*!#时

!若!""$，则

$#，!($；

$&(
!)*)!,-.!!)*

!,-.!!)**!!,-.!)*)’!,-.!)**!,-.*!)*
，

可证$&%"&（舍弃），所以"&"$01，%&"#，’&"$01，

此 表 明 在 无 刹 车 的 情 况 下，车 辆 最 终 稳 定 在

#$#$#$#$#$#$⋯型动态分布上#
"若!"2!,-."#，即!"!,-.，则由（’）式有%&

"!"#/!"#即不管关联$为何值，速度只取决于

刹车概率，这就是文献［’］所研究过的线性模型#
#一般情况下，若$!!"!#，则（#+）式有根

$#( ).!*
.!
’*

/&"（ ）!+

#
&

* ).!)
.!
’*

/&"（ ）!+

#
&
*0，

$!(# ).!*
.!
’*

/&"（ ）!+

#
&

（3）关联函数随密度的变化关系

（4）速度随密度的变化关系

（5）流量随密度的变化关系

图#
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!!! "#!"
#!
"!

$#!（ ）!$

%
#
!%，

&#’!! "#!!
#!
"!

$#!（ ）!$

%
#

!! "#!"
#!
"!

$#!（ ）!$

%
#
!%，

其中$&() ’
*!
#)!

，#& !*
#

!$)#’
(*
#)!(

+
)

，%&

’*#)
，!&’%!(

!#
!),

而对这三个根的选择由&的

取值条件*"&#"- 来限制，相应的可以得出"-，

.-，+-用关联函数表示的结果,

+ 实验模拟

对一维,-随机交通流进行计算机模拟，模拟

时，格点总数取*&+***，当经过长时间演化达到

稳定后，对后!***步的值取平均（见图%，图中实线

代表理论值，各种离散符号代表计算机实验模拟

值）,其中，图%（.）—（/）为当/)0&/123&*，/0&*，

*,%，*,+，%时，粒子的关联函数、速度、流量随密度

的变化关系；图!（.），（4）为当/0&*,#，/)0取值为

*5%，*56时，粒子的关联函数、密度、速度、流量随转

出概率/123的变化关系；图#（.），（4）为当/0&*,!，

/123&*,#时，粒子的关联函数、密度、速度、流量随

转入概率/)0的变化关系；图"（.）—（/）为当/)0&
*5!，/123&*,%，/0&*；/)0&*,%，/123&*,!，/0&
*,#；/)0&*,7，/123&*,#，/0&*,!时，系统粒子的

演化图,

（.）$—%—代表&1/123图，&—’—代表"-1/123图

（4）(—)—代表.1/123图，&—’—代表+1/123图

图!

（.）)—代表&1/)0图，%—代表"-1/)0图

（4）)—代表.1/)0图，%—代表+1/)0图

图#
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（!）系统粒子随时间的演化图，由上而下是时间

轴的方向，车行方向由左向右，演化时间从"#$—

%&$步，图形大小’$(’$

（)）系统粒子随时间的演化图，由上而下是时间

轴的 方 向，车 行 方 向 由 左 向 右，演 化 时 间 从

%$$$—%$’$步，图形大小’$(’$

（*）系统粒子随时间的演化图，由上而下是时间

轴的 方 向，车 行 方 向 由 左 向 右，演 化 时 间 从

%$$$—%$’$步，图形大小’$(’$
图&

+ 结 论

按照概率论的定义，通过平均解耦的方式，将稳

态时一维,-单速随机交通流模型中的关联函数表

示成与转入、转出、刹车概率有关的函数，并因此得

出车辆密度、速度及流量与这三种概率的关系，计算

机数值模拟结果与理论结果精确吻合!对于一维

,-的多速随机交通流模型的关联函数，可以同样

利用平均解耦的方式进行处理，只不过是其关系更

为复杂!

［"］ ./,01230456，7/8!9:;9，-/8*0!3<*09;=3;5，"#$%!&’(!，

!"#（%$$$），"’’/
［%］ >/?;’)*+!，,-./0*+-12.*03456-/7*+8059’/%5)$，$%

（"’’@），&’（=9,0=9;<;）［何云、陈若航、吕晓阳，广西师范大学

学报（自然科学版），$%（"’’@），&’］/
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