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运用相平面分析法，通过求解广义相对论运动方程，得到了在极端荷电黑洞引力场中运动的天体的轨道方程，

同时作出了轨道相平面图并分析了其轨道的稳定性 (
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" 引 言

在浩瀚的宇宙之中，天体沿各自的轨道运动得

如此和谐，吸引着无数的天文学家和物理学家进行

观察和研究 ( 从牛顿的万有引力定律到开普勒的行

星运动三大定律，人们可以定量地分析天体的运动

轨道，成功地预言并找到了海王星和冥王星，但是它

无法解释水星轨道进动效应 ( 爱因斯坦用超人的智

慧建立了广义相对论后成功地解释了水星轨道进动

效应 ( 运用广义相对论运动方程计算轨道进动效

应，通常是用近似的椭圆积分法或寻找该方程的微

扰解 ( 例如，+,-.［"］研究了椭圆轨道的一个微小振

动的情况；/01234，567423 和 +633-34（/5+）［%］等人是

先考虑一个近圆轨道后再运用后牛顿（889）公式进

行计算 ( 在本文中运用文献［&—""］的相平面分析

法研究了极端荷电黑洞引力场中天体运动的轨道方

程和它的稳定性 (
本文推导出极端荷电黑洞的引力场中天体运动

的轨道方程，运用相平面分析法研究轨道的稳定性 (
本文取 ! : " : " (

% 极端荷电黑洞引力场中的广义相对

论运动方程

我们假定极端荷电黑洞的质量为 #，电荷 $ :
#，一个质量为 % 的小天体绕其运动 ( 根据广义相

对论，极端荷电黑洞的引力场的度规为
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式中视界半径为 ’ < : # ( 我们知道在一定的轨道

上运动天体的拉氏量为
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#为本征时间 (
为了研究的方便只考虑赤道平面上的运动，即

!:!=% ( 其拉氏量的表达式是
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式中 (> : . ( =.#，’> : . ’ =.#，"> : ."=.#( 由欧拉 ;
拉格朗日方程，有
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式中$，* 分别为总能量和总角动量 ( 用方程（!），

（’）代入方程（&），消去 (>和">，得

’> % : +% ; " < *% =%% ’( )% " ; ’ < =( )’ %，（?）

式中 + :$=% ( 因为 ’ 应该是"的函数，所以 ’> :
（. ’ =."）@">，同时令 , : ’ < = ’，则

（., =."）% : %%+% ;（%% < ,%）（" ; ,）%，（*）

式中%:（%’ < = *）% =% ( 现在，对方程（*）两边对"求

导数得
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这是我们得到的广义相对论运动方程 ( 通常解这个
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方程的方法是通过对方程（!）分离变量进行近似计

算椭圆积分［"#］或用微扰方法求解方程（$）［"］% 下面

用相平面分析法研究轨道的稳定性 %

& 轨道稳定性的分析

方程（$）是一个 # 阶非线性微分方程，求出它的

解很困难 % 为此我们选用相平面分析法，引入两个

新的参变量 ! ’ " 和 # ’ (" )(!，则有
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方程（".）的固定平衡点为 !* ’ #* ’ .，即
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因此对于由（""）式确定的固定平衡点的能量为
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由（+）和（".）式得
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积分（"2）式得
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式中#为积分常数，（"/）式和（!）式对照可确定
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于是方程（"/）表示为
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从方程（!）可知，当 # ’ (" )(! ’ . 时，可以得到轨道

的等效势能的表达式

%#
&’’ , " ’（!0 , #!& -（#" - "）!# , 0"!）)#"%

（"+）

为了研究轨道方程（"$）所描述的轨道及其稳定

性，取"’ ")&. 作出不同能量的轨道相平面图，如图

" 所示 %
轨道稳定性条件!%344 ’ .，在图 " 中可以发现轨

道 # 是稳定轨道与不稳定轨道的分界线，在轨道 #

图 " 轨道相平面图（"’ ")&.）（图中 " 代表不稳定轨道，# 代表

轨道稳定性分界线，& 代表稳定双曲型轨道，0 代表轨道种类分

界线，2 代表稳定椭圆型轨道）

之内的各条轨道都是稳定轨道，在它之外的各条轨

道都是不稳定的轨道 % 由 %#
344 , " 的正负可以知道

轨道 0 是椭圆型轨道和双曲型轨道的分界线，在轨

道 0 之内的各条轨道都是椭圆型轨道，在它之外的

各条轨道都是双曲型轨道 % 对于轨道 " 可以通过轨

道稳定性条件!%344 ’ . 和方程（"+）求出" ’ ")"/ ’
.5./#2，而轨道 0 可以由轨道种类的条件 $# , " ’ .
和方程（"&）可求出"’ !( )2 2 , " )0".5.02. % 为了

系统地分析轨道的种类和稳定性，我们对"作如下

2 个区间进行分析：

. 6" 6 .%.02.，" ’ .%.02.，

. %.02. 6" 6 .%./#2，" ’ .%./#2，

. %./#2 6 ( %
为了直观地分析轨道的性质，我们首先分别作

出上述五个区间对应的等效势能曲线（如图 # 所示）

和轨道稳定性分界线（如图 & 所示）%

图 # 等效势能曲线（自上而下为"’ .% .&2，.5.02，.% .22，. % ./2，

.%.!2）
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图 ! 对应于不同的!值的稳定性分界线

结合图 "，#，!，可以清楚地看出：

"）当!!$%$&#’ 时，由图 # 可知等效势能曲线

没有拐点，同时由图 !（(）也可知道不存在稳定的轨

道，即质量为 ! 的天体没有足够的角动量来维持稳

定的运动，而直接地掉入到黑洞之中 )
#）当 $%$*’$ +! + $%$&#’ 时，由图 # 可知应该

存在稳定的轨道和不稳定的轨道，而由图 !（,）和图

" 可以看出只存在稳定的椭圆型轨道，不存在稳定

的双曲型轨道 )
!）当!- $%$*’$ 时，由图 # 可知应该存在稳定

的轨道和不稳定的轨道，而由图 !（.）和图 " 可以知

道稳定轨道中只有一条是双曲型轨道而其他所有轨

道都是椭圆型轨道 )
*）当 $ +!+ $%$*’$ 时，由图 # 可知应该存在稳

定的轨道和不稳定的轨道，而由图 !（/）和图 " 可以

知道稳定轨道中既有双曲型轨道，又有椭圆型轨道 )

* 结 论

我们从广义相对论动力学方程出发，利用相平

面分析法系统地分析了天体在极端荷电黑洞引力场

中运动的轨道方程和轨道稳定性，找到了稳定的椭

圆型轨道和稳定的双曲型轨道和它们对应的条件 )
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