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用数值模拟方法研究一种直流偏置的与 !"# 电路耦合的约瑟夫森结的动力学行为 (数值模拟发现，选择合适

的偏置电流，系统表现出周期三与混沌共存的动力学现象 (给出了相应吸引子，吸引域的几何结构 (对该系统的动

力学研究为约瑟夫森器件稳定工作提供了有价值的参考 (
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& 引 言

自从 &)*" 年 ,-./0123 等关于约瑟夫森结（456
7/89753 :-3;<=53）混沌行为的研究工作发表以来［&］，

约瑟夫森电路的混沌研究受到了广泛的重视 (人们

热衷于对其进行研究的主要原因是简单的约瑟夫森

结电路为混沌科学的研究者提供了理想的工作平

台 (例如典型的交流激励带结电容的约瑟夫森结模

型［!—#］，这个看似简单的二阶非自治系统却蕴含着

非常丰富的动力学行为 (近些年来混沌控制、同步成

为了混沌研究的热点，于是人们也将一些混沌控制

的方法运用于控制约瑟夫森结中的混沌的研究［’，%］(
除交流激励的约瑟夫森结模型以外，人们还提

出了许多直流偏置的约瑟夫森结电路模型，如 >/?6
/07/3 和 @2A=?753 研究的直流偏置带结电容的与 !6"
负载耦合的约瑟夫森结模型［+］，4/37/3 等的直流偏

置带结电容的与串联并联谐振器耦合的约瑟夫森结

模型［*］、B/0/3./0C 等的直流偏置无结电容约瑟夫森

结阵列［)］等 (
约瑟夫森结作为一种超导元件应用广泛，如电

压标准，毫米波探测器，快速磁通量子逻辑电路，超

灵敏器件等 (一方面随着制结工艺的发展其结电容

不断减小，另一方面在应用中约瑟夫森结总是不可

避免地要与外接电路中的电感、电容相耦合使用（有

时可能是寄生的）( 于是 !"# 谐振器与不带结电容

的约瑟夫森结耦合所组成动力学系统成为了我们的

研究对象，为了不失普遍性也可以将结电容并入谐

振电路电容中 (

! 数学模型

图 & 为所研究电路示意图，它由一个约瑟夫森

结与 !"# 谐振器耦合所组成，对于约瑟夫森结，这

里采用电阻分路结（DE4）等效模型，不考虑结电容 (

图 & 约瑟夫森结与 !"# 谐振器耦合电路

根据以上所给出的电路图可以写出系统动力学

方程 ( 首先根据基尔霍夫第一定律可得
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式中 !! 是系统的直流偏置电流，!" 则是约瑟夫森

结临界电流，!为结相位，"# 为结电压，# # 是 $%# 模

型中的并联电阻 & !’ 代表了流经电阻 $ 的电流，即

流入谐振器的总电流，

!’ (
（"# ) "’）

$ ， （*）

"’ 表示谐振器电容 % 两端的电压值 & 根据约瑟夫

森方程结电压与结相位的关系为
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为了便于研究，我们引进无量纲量
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其中 (，#( 分别为 #(% 谐振器中的电感和电阻 &定
义归一化电流 * ( ! - !"，其中 ! 是实际值，!" 是结临

界电流，归一化电压定义为 + ( " - !" ##，归一化时间

为’(（*’!" # # -"）& &随后将（.），（*）和（,）式合并得

+!
+’ ( %

. /% *! ) 012! /
+’( )% & （3）

再由电感的定义 "( ( (（+ !( -+ &）其中 "( 为电感 (
两端的电压，!( 为通过电感的电流，及 "’ ( "#(

/

"( ，"#(
为电阻 #( 上的压降，可得

+ *(
+’ (#（ +’ ) *(&）& （4）

最后由电容的定义 !"56 ( %（+"’ -+ &），此处 !"56 ( !’
) !( ，可得

++’
+’ ( $

. /%
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至此我们得到本文所要研究系统的动力学描述

方程组（3），（4）和（7）&系统相空间的坐标分别是结

相位!、电感电流 *( 、谐振器电容两端电压 +’ &动力

学方程中#，$，%和&分别取为 8 & 89，*-9，,-9 和

8 &884 &我们取比 较 典 型 的 约 瑟 夫 森 结 参 数：!" (
.88!5、# # ( ."，而谐振器电感 ( ( 39:;、电容 % (
..&4:<、电阻 $ ( 8& 3,"、#( ( 8& 884"& 显然，就目前

的平面工艺水平而言这些参数是较容易做到的 &这
一点将有利于对模拟结果的可能的实验验证 &

, 周期三与混沌吸引子

我们采用四阶定步长 $=2>?@A=BBC 法进行数值

模拟 &这里注意到 #(% 谐振电路的谐振频率为(#(%

(［（.-(%）)（#( -(）*］.-*，归一化周期 ,#(% ( *#［#$

)（&#）*］) .-*!33 & 而 !" 偏置下的约瑟夫森结振荡

频率为(#D0:E0D2!*’!" ## -"，归一化周期为 ,#D0:E0D2 (
*#（)#D0:E0D2 F ,#(% ）& 因此选择步长时以 ,#D0:E0D2 为标

准，在所有的数值模拟中将步长定为$& ( 8& 884（约

,#D0:E0D2 -.888）&由于外部驱动电流为直流，显然系统

是自治的 &对此三阶自治系统，我们选择当!达到

某一预设值时对系统进行一次取样 &这一预设的!
值完全是任意的，本文默认!为#时进行取样 &

图 * 结电压 +# 与直流驱动电流 *! 的关系，*! ( . & G8* 附近出

现混沌与周期三共存（!(#时取样）

下面我们给出结电压 + #（+!-+’）随电流 *! 变化

的分岔图（图 *），这里我们在!(#时对系统取样 &
从图中可以清楚地看到，当 *!". & G8 时仅有周期三

的解，*!#. & H3 时解是周期一的 &然而在 . & G8" *!
". &H3 之间情况则有所不同，结电压 + # 与偏置电流

*! 的关系曲线因 *! 变化方向的不同分为了“上下”

两支 & 这说明在此区域内同一直流电流 *! 的偏置

下，此动力系统可以有两种不同的动力学模式与之

对应，形成了所谓的回滞区 &当 *! 由 . & 9H 逐渐增加

时，结电压 + # 随电流 *! 的变化则由上分支所描述 &
上分支除了在 *! ( . & H* 附近形成“小环”以外，可以

看到在 . & G8" *!". & H3 范围内几乎都是周期三的

解，直至 *! ( . &H3 附近其变为周期一 &而当 *! 由大

变小时情形则不同，其由下分支所描述 & 在 *! 下降

至 . &G9 之前一直为周期一，然后分叉，最后在 *! (
. &G., 附近进入混沌 & 这可以由图 , 看出，在 *! (
. &G.,附近系统的最大 IJC:=2DK ?L:D2?2B0（李雅谱诺

夫指数）变为正 &这里值得指出的是，如图 3 所示当

*! 由 . & 9H 逐渐增加时系统的最大 IJC:=2DK ?L:D@
2?2B0 却始终没有出现正值，这与 *! 由 . & H4 逐渐减

少时所对应的最大 IJC:=2DK ?L:D2?2B0 是不同的 & 这
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是由于偏置电流 !! 变化方向的不同，使得系统在同

一 !! 偏置下进入了不同的动力学模式，因此同一 !!
对应的最大 "#$%&’() *+%(’*’,- 是不同的 .

图 / !! 逐渐减小对应的最大 "#$%&’() 指数

图 0 !! 逐渐增加对应的最大 "#$%&’() 指数

由图 1，图 / 和图 0 可知，当直流偏置电流 !! 2
3 .451 附近时，系统既可以处于周期三的态，也可以

处于混沌态，这就是我们所谓的周期三与混沌共存

的现象 .这是本文研究的重点，因此在以后的数值模

拟中我们将 !! 2 3 . 451 固定 . 我们知道偏置电流 !!
2 3 .451 时，系统不同的初始态（!，!" ，#6）可以使得

系统最终的状态或是处于周期三吸引子上，或是处

于混沌吸引子上 .
为了识别解的特性，首先我们给出 7(8’9$:;（庞

加莱）截面图 <（!2!）.图 < 中三个独立的黑点表示

了周期三的吸引子，混沌吸引子则对应于类似鱼叉

状的黑线 .图中阴影部分表示的是周期三吸引子的

吸引域，即当初始态位于阴影部分内时，随着时间的

推移系统将最终进入周期三的态 . 白色区域对应的

则是混沌吸引子的吸引域 .同样，当系统初始态位于

白色区域内时其将进入混沌态 . 我们还给出了! 2
5，3 .<!时的 7(8’9$:; 截面（图 =、图 >）.

图 < !2!的 7(8’9$:? 截面（ !! 2 3 .451）

图 = !2 3.<!的 7(8’9$:? 截面（ !! 2 3 .451）

图 > !2 5 的 7(8’9$:? 截面（ !! 2 3 .451）

由以上的 7(8’9$:; 截面图，我们所看到的吸引

子其实是相空间中完整吸引子的几个截面 . 三维相

空间（!，!" ，#6）中两种吸引子位置关系如图 4 所示 .
其中具有一定宽度的“黑带”就是混沌吸引子，其与

!2 5 面相交形成的鱼叉线由图 > 表示 .粗黑线表示

的则是周期三的吸引子，其每过 / @ 1!完成一次循
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环 !这一点我们从其与平面［"，!" ，##］、平面［$!，!" ，

##］交点有相同的坐标可以看出 !这里我们还可以注

意到在相空间中周期三吸引子一方面沿着!方向

延伸，另一方面则绕于混沌吸引子之外 !为了进一步

看清两种吸引子在相空间中的关系，我们还给出了

它们在 !"%## 平面上的投影图（图 &），其中杏仁状的

中心部分就是混沌吸引子的投影 !

图 ’ 相空间中周期三吸引子与混沌吸引子

( 结 论

本文的研究对象是直流偏置下的由一个约瑟夫

图 & 吸引子在 !"% ## 平面上的投影

森结与 $"% 谐振器耦合所组成的约瑟夫森电路 !通
过数值模拟发现当偏置电流 !) * + ! ’", 时该系统出

现了周期三与混沌共存的动力学现象 !同时，这也为

在此系统中避免混沌提供了直接的线索，即选择直

流偏置电流 !) 时应远离 !) * + ! ’",，如选 !) * + ! & !
在大多数约瑟夫森电路应用中，人们希望避免混沌

的出现，以便系统更稳定的工作［+"］，因此我们开展

此电路模型的混沌研究是有其实际意义的 !
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