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利用单电子、紧束缚、最近邻座模型，在重整化群的基础上，用分解*消元法分析了二维单原子斐波那契类准晶
+,（!）的电子能谱分裂规律，数值计算了其电子能谱值，发现在一级近似下，该类二维准晶格中全部都只存在 ! -
!，! -（! . !），（! . !）-（! . !）等三种原子簇分子，相应的能谱按 "# / ! / $方式分裂，得出了其电子能谱的能级数目

通式，发现描述其能级数目的参量存在所谓的“斐波那契类数集合”，并且确定了该集合的前 !!个整数的稳定值，
找出了有关斐波那契类数集合的经验公式 0分析结果与数值计算值相符 0
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! 引 言

1234235678等人于 !(9’ 年发现准晶［!］以来，准
晶的许多物理特性得到了广泛研究，对准晶电子能

谱性质的研究就是其中的热点之一 0人们发现一维
斐波那契（+:;<8722:）准晶的电子能谱是套层结构
（2785<=*>:?4 @45）的，具有严格的自相似性，这主要是
由于一维斐波那契链具有套层结构的原因［"—$］0二
维喷入斯（A48=<@4）准晶也具有套层结构，但较前者
复杂得多，因此，其电子谱结构也具有较复杂的套层

结构 0二维 B:*,=十二次准晶也具有非常有趣而独
特的电子性质［&］0对于具有一种原子、两种键长的二
维单原子斐波那契准晶格，C4D7等人［)］定量地计算
了它的电子能谱和导电性；E@3=7FF等人［9］定性地分
析了它的电子谱、电子态密度及动力学响应函数的

性质，并用数值解进行验证；傅秀军和刘有延［ (］应

用他们提出的分解消元法（D42<6G<@:5:<8*D42:675:<8）
研究了它的电子能谱分裂规律，文献［!%，!!］曾利用
该方法详细研究了具有三种原子、一种键长的二维

斐波那契准晶的电子能谱分裂规律 0
在斐波那契准晶和互生长模型（ :854=H=<I53 @4*

JK4824）准晶［!"］研究成果的基础上，傅秀军、刘有延
等人［!#］于 !(()年构造了一种包括一维斐波那契准
晶模型（记为 +,（!））和互生长模型（记为 +,（"））在
内的一类、能够用严格的高维投影法得到的准晶链

模型，他们称之为斐波那契类准晶（+:;<8722:*2>7@@
JK7@:>755:24@，（记为 +,（8））0这种一维准晶链的电子
能谱特性已经由傅秀军等人［!#］进行了较为详尽的

研究，发现了许多重要的性质 0我们已经详细地研究
了按该种准周期序列排列的多层光学介质系统的光

传输性质［!’］，发现了该系统存在的重要的光开关特

性；我们还于近期解析地探求了按 +,（ !）准周期序
列排列的铁电畴超晶格系统的二次谐波谱的规

律［!$］0但对二维单原子斐波那契类准晶的电子能谱
性质的研究目前还未见报道 0本文构造了一类二维
单原子斐波那契类准晶，使用重整化群方法，研究了

该类二维准晶的电子能谱性质，发现它们的电子能

谱具有许多非常有趣的共同特性 0
B:K和 B<=:［!&］曾通过弱键近似，应用重整化群
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研究了一维斐波那契准晶链的电子能谱 !在此基础
上，刘有延等人［"#］发展了一种分解$消元法研究斐
波那契链电子能谱分裂规律，此法可给出一幅简明

清晰的电子能谱物理图像 !其优点在于：既可以计算
大的原子簇，研究高层亚能带结构；又可避免遇到高

阶微扰计算带来的困难 !本文应用此法来研究该类
二维单原子斐波那契类准晶的电子能谱分裂规律 !
本文介绍该类二维单原子准晶的构造方法 !利用座
模型和分解$消元法等工具研究该类二维准晶的电
子能谱分裂规律 !

% 二维单原子斐波那契类准晶的构造

本文研究的二维单原子斐波那契类准晶，每种

都是由相应的一维斐波那契类准晶链 &’（!）按纵横
两个方向拼砌而成的网状结构 !具体规则如下 !

"）首先，按照斐波那契类准晶的生成规则［"(］

") * #，

# ! #!+" $，$ ! #!+" $#， （"）
写出一条横向斐波那契类准晶格中的某种 &’（!）链

#⋯⋯{ #
!+"个

$⋯⋯ #⋯⋯{ #
!个

$⋯⋯ ! （%）

%）然后，设定上述用生成规则得到的（%）式链中
的“#”单元决定该种二维单原子准晶格的横向链的
原子间距为“短”，（%）式链中的“$”单元决定其原子
间距为“长”!

(）最后，按照第 %）步骤中的横向链相同的序列
得出纵向链，则可得到该种二维单原子准晶格 !
如图 "所示为用上述规则得到的 &’（%）二维单

原子准晶格，图 %为 &’（(）二维单原子准晶格 !

( 电子能谱分裂规律

! "# 电子能谱数值计算结果

对于该类二维单原子斐波那契类准晶，我们采

用单电子、紧束缚的座模型，为此假定原子局域在每

个晶格点中心 !哈密顿矩阵可写为

% * "
&

, &〉’&〈 & , -"
&，(
. , &〉)&(〈 ( ,， （(）

其中 , &〉是第 & 个原子的 /011234基矢；".表示对最
近邻求和，)&(是跃迁矩阵元 !对于单电子、单键长、紧
束缚模型，一级近似下只需考虑最近邻原子间相互

作用，此时，)&(可取作 + "! )；’& 是原子座能量（5263

图 " 二维单原子 &’（%）准晶格

图 % 二维单原子 &’（(）准晶格

313478），为了计算的简单，在数值计算中我们取 ’&

* )!) !图 (和图 9分别给出二维单原子 &’（%）准晶
和二维单原子 &’（(）准晶的电子能谱数值计算结
果 !从图中可以看出，&’（%）电子能谱的一级分裂方
式为 *% + % + "方式，即一分为十三；&’（(）电子能谱的
一级分裂方式为 *( + % + "方式，即一分为二十五 !其中

*+ + ! + ,参数的意义为+ 指 &’（+）准晶，! 代表 ! 维
准晶，, 表示该种准晶中具有的原子种类数目 !

! "$ 电子能谱分裂规律的重整化群分析

得出图 (和图 9的计算结果后，我们现在用重
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图 ! 二维单原子 "#（$）准晶电子能谱分裂图（该系统的原子总

数为 ! % !&$’个，座能量选取 " % &( &；最近邻相互跃迁矩阵元

#最近邻 % ) *(&，其他相互跃迁矩阵元 #非最近邻 % &(&）

图 + 二维单原子 "#（!）准晶电子能谱分裂图（该系统的原子总

数为 ! % !&$’个，座能量选取 " % &( &；最近邻相互跃迁矩阵元

#最近邻 % ) *(&，其他相互跃迁矩阵元 #非最近邻 % &(&）

整化群方法对它进行定性分析 (利用傅秀军、刘有
延［,］应用的分解消元法分析该类斐波那契类准晶族

知道：

*）当不考虑原子之间的相互作用时，即 #$% % &
时，整个系统只由一种孤立的原子构成 (由于所有原
子的座能量 "$ 皆取为 & (&，故此时系统只有一个高
度简并的能级：& (& (

$）当只考虑原子之间的最近邻相互作用时，即
最近邻相互跃迁矩阵元取 #最近邻 % ) *( &，其他相互
跃迁矩阵元取 #非最近邻 % &( &；则对于斐波那契类的
各种 "#（&）准晶，此时所有系统中都只存在三种分
子（或者孤立原子簇）：& - & 原子簇分子、& -（ & .
*）原子簇分子、（& . *）-（& . *）原子簇分子 (如图 *
和图 $所示，对于图 *的 "#（$）准晶，在只考虑最近

邻相互作用的时候，只存在四（$ - $）原子簇分子、六
（$ - !）原子簇分子和九（! - !）原子簇分子三种分
子 (对于图 $的 "#（!）准晶中，在只考虑最近邻相互
作用的时候，只存在九（! - !）原子簇分子、十二（! -
+）原子簇分子和十六（+ - +）原子簇分子三种分子 (
其中，& -（& . *）原子簇分子的电子能谱在一

级近似下是非简并的，将分裂成 & -（ & . *）条能
级；& - & 原子簇分子和（ & . *）-（ & . *）原子簇分
子在一级近似下，分裂出的能级都有简并能级存在，

其分裂规律非常复杂，存在一种我们称之为 ’( ) & ) )

数集的有趣现象，我们在 ! (!节予以详细讨论 (

! "! 电子能谱的斐波那契类数集合｛!" # # # $｝

& - & 原子簇分子在一级近似下，分裂规律非
常复杂，其电子能谱的总能级数目满足

!&- & % & - &， （+）

!&- & %
$ . $ - * & % $，

& . $!
&/$

$ % *
（* . $*$） & 0

{ $ (
（’）

在（’）式中，“ + ”表示对变量 +取整；等式右边的

第一个“&”表示在分裂的电子能谱中间存在一条简
并度为 & 的简并能级，其能量值为 &；等式右边的第

一个“$”表示求和号“!”右边的所有能级都是以 &

为对称点，上下完全对称的；“*”表示在分裂的电子
能谱的上、下两部分中都间隔存在 *条非简并能级；
等式右边的第二个“$”表示上述每条非简并能级之
间间隔着 *$ 条简并度皆为 $的简并能级；*$ 为一组

特征数，随着 &数目的增大，逐渐趋于一组稳定正整
数，构成所谓的“斐波那契类数集合｛’() &) )｝，其参

数的含义同前所述 (在我们的计算机允许的条件下，
得出了斐波那契类数集合的前 ** 个整数的稳定
值为

** % *，*$ % !，*! % +，*+ % 1，*’ % 2，*1 % ,，

*2 % **，*3 % *$，*, % *+，**& % *’，*** % *2 (
（1）

另外，我们还数值计算得出了边长为 *&* 个原
子的二维正方形准晶块的电子能谱一级分裂方式为

*&$&* % *&* - *&* % *&* . $!
’&

$ % *
（* . $*$），（2）

其中，*$（ $ % *，⋯，’&）自 $ % *$ 开始分别为 $&，*3，

$+，$$，$1，$2，$,，!&，!$，!+，!2，!’，+&，+$，++，++，+2，
’*，+3，’1，’’，’2，1&，1+，1’，13，2!，2+，22，3&，33，32，

+!&$ 物 理 学 报 ’&卷



!"，!#，$%#，$$&，$’&，$()，$"( *图 & 给出其经验公式
拟合曲线图，该经验公式为

!" + #" , $"%，# + $*"-"!) . %*%’%%"，

$ +（) *(&"" / $%0$"）.（" *"%’( / $%0$"），

% + $%*’%%!$ . %*((’(-， （-）
该经验公式对于推求斐波那契类数的渐进行为具有

参考意义 *

图 & $%$ / $%$ + $%’%$ 原子簇分子的斐波那契类数集合拟合

曲线

另外，由（&）式可知，& / & 原子簇分子的一级
分裂电子能谱中共有

’1 &/ & + $ , ’!
&2’

" + $
（$ , !"） （!）

条不同的能量值的谱线，扣除 & / & 原子簇分子、&
/（& , $）原子簇分子和（& , $）/（ & , $）原子簇分
子间的能量值相同的重合能级，我们得出二维单原

子斐波那契类准晶 34（ &）（ & 5 $）系统的电子能谱
在一级分裂时具有的能量值不同的能级数目的通式

为（当 & + $时，34（$）准晶（斐波那契准晶）其电子
能谱的分裂规律已由傅秀军等人［$’］进行了研究，此

处不再讨论）

$）& 为奇数时，令 & + ’( , $（("$），
’34（’(,$） + $ , ’（( , ’）（’( , $）, ’!1(,$

, ’!
(

" + $
（!" , !1"）， （$%）

其中 !" 和 !1" 分别为（’( , $）/（’( , $）原子簇分子

和（’( , ’）/（’( , ’）原子簇分子的斐波那契类数，
由于斐波那契类数只有当 34（ &）的 & 足够大时（等
价于此时的 ( 足够大时）才趋于稳定，故相邻两代
的全部斐波那契类数不一定完全相同 *

’）& 为偶数时，令 & + ’(（("$），

’34（’(） + $ , ’(（’( , )）, ’!
(

" + $
（!" , !1"），

（$$）
其中 !" 和 !1" 分别为（’(）/（’(）原子簇分子和（’(
, $）/（’( , $）原子簇分子的斐波那契类数 *

! "# 与数值计算结果的比较

为了和数值计算结果图 )和图 (进行比较，对
于二维单原子 34（’）准晶和 34（)）准晶，我们在只
考虑原子之间的最近邻相互作用时，即令

)"* +
) （最近邻），
%{ （非最近邻） （$’）

时，分别精确写出 34（’）准晶中存在的 ’ / ’原子簇
分子、’ / )原子簇分子和 ) / ) 原子簇分子的哈密
顿矩阵：

+( +

, ) ) %
) , % )
) % , )
%











) ) ,

， （$)）

+" +

, ) % ) % %
) , ) % ) %
% ) , % % )
) % % , ) %
% ) % ) , )
% % ) %

















) ,

， （$(）

+! +

, ) % ) % % % % %
) , ) % ) % % % %
% ) , % % ) % % %
) % % , ) % ) % %
% ) % ) , ) % ) %
% % ) % ) , % % )
% % % ) % % , ) %
% % % % ) % ) , )
% % % % % ) %



























) ,

，

（$&）
解析求解有关（$)），（$(）和（$&）式的本征方程，分别
得到上述三种原子簇分子的本征能量分别为

,( + ’ )，%（二重简并），0 ’ )， （$"）

," + #’ ,( )$ )，)，#’ 0( )$ )，

0 #’ 0( )$ )，0 )，0 #’ ,( )$ )， （$#）

,! + #’ ’ )，#’ )（二重简并），

%（三重简并），0#’ )（二重简并），0 #’ ’ )，（$-）
从而得出在只考虑最近邻相互作用的情况下，二维

&)%’$%期 杨湘波等：二维单原子斐波那契类准晶电子能谱特性研究



单电子原子 !"（#）准晶将具有十三个能量值不同的
能级

!"（#）：!$ % !# # "，!# % !# &( )$ "，

!’ % # "，!( % !# "（二重简并），

!) % "，!* % !# +( )$ "，!, % -（五重简并），

!. % + !*，!/ % + !)，!$- % + !(（二重简并），

!$$ % + !’，!$# % + !#，!$’ % + !$ 0 （$/）
我们称这十三条能谱所构成的分裂方式叫 ## + # + $谱

分裂方式 0从图 ’ 可以看出，虽然，由于真实 !"（#）
单原子二维准晶系统的电子能谱存在多级分裂的精

细结构而使各条一级分裂谱线发生进一步的劈裂；

但是，其十三条一级分裂谱线的每一条的中心正是

（$/）式中的 " % + $0-时得到的数值 0故该结论和图
’的数值计算结果是一致的 0
同理，精确写出 !"（’）准晶中存在的 ’ 1 ’原子

簇分子、’ 1 ( 原子簇分子和 ( 1 ( 原子簇分子的哈
密顿矩阵，并且解析求解有关的本征方程，可得到上

述三种原子簇分子的本征能量分别为

$/ 满足（$.）式，

$$# % % &!( )# "， & &!( )# "，%"，

!# +( )& "，&"， % +!( )# "，

!# +( )% "，+ &"， & +!( )# "，+ %"，

+ & &!( )# "，+ % &!( )# "， （#-）
其中

% % !) & $
# ， & % !) + $

# ， （#$）

$$* % #%"， !) "（二重简并），#&"，

"（二重简并），-（四重简并），

+ "（二重简并），+ #&"，+!) "（二重简并），+ #%"，
（##）

从而得出在只考虑最近邻相互作用的情况下，二维

单原子 !"（’）准晶将具有二十五个能量值不同的能
级，即

!"（’）：!$ % #%"，!# % % &!( )# "，

!’ % !# # "，!( % !) "（二重简并），

!) % & &!( )# "，!* % %"，

!, %!# "（二重简并），!. % #&"，

!/ % "（二重简并），!$- % !# +( )& "，

!$$ % &"，!$# % % +!( )# "，

!$’ % -（七重简并），!$( % + !$#，

!$) % + !$$，!$* % + !$-，

!$, % + !/（二重简并），!$. % + !.，

!$/ % + !,（二重简并），!#- % + !*，

!#$ % + !)，!## % + !(（二重简并），

!#’ % + !’，!#( % + !#，!#) % + !$ 0 （#’）
我们称这二十五条能谱所构成的分裂方式叫 #’ + # + $

谱分裂方式 0从图 ( 可以看出，虽然，由于真实 !"
（’）单原子二维准晶系统的电子能谱存在多级分裂
到精细结构而使各条一级分裂谱线发生进一步的劈

裂；但是，其二十五条一级分裂谱线的每一条的中心

正是（#’）式中的 " % + $0-时得到的数值 0故该结论
和图 (的数值计算结果是一致的 0

( 结 论

首先，本文简介了二维单原子斐波那契类准晶

的构造方法；然后，利用单电子、紧束缚、最近邻座模

型，我们数值地计算了二维单电子斐波那契类中的

!"（#）、!"（’）准晶的电子能谱；并且在重整化群基
础上，用分解2消元法分析了二维单原子斐波那契类
准晶 !"（’）的电子能谱分裂的共同规律，发现在一
级近似下，该类二维准晶格中全部都只存在 ’ 1 ’，
’ 1（’ & $）和（’ & $）1（ ’ & $）等三种原子簇分子，
相应的能谱按 #( + ’ + )方式分裂；接着，我们又分析

得出了其电子能谱的总能级数目通式、各条能级简

并度规律以及具有能量值不同的能级数目公式，发

现描述其能级数目的参量存在所谓的“斐波那契类

数集合”，并且确定了该集合的前 $$个整数的稳定
值；找出了有关具有 $-#-$个原子的二维正方形准
晶块的斐波那契类数集合的经验拟合公式；最后，解

析地计算了 !"（#）准晶和 !"（’）准晶的电子能谱
值，并与数值计算值进行了比较，发现二者是一

致的 0

［$］ 30 40 45675689:;，< 0 =>756，30 ?@:8A:B，C0 D0 ":6;，*+,- 0

.!& 0 /!"" 0，!"（$/.(），$/)$0
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［(］ H0 H IAJ，01"!2 0 345 0 672%(，%% & %’（$/.,），(//0

［)］ !0 NO@A，C0 P0 KOM@AGJ7Q，*+,- 0 .!& 0，$"’（$/.*），##-,0
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