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建立转动相对论系统动力学方程的积分理论 )给出系统运动的第一积分，分别利用系统的循环积分和能量积

分降阶运动方程，得到推广的 *+,-. 方程和推广的 /.0--1234 方程，建立系统运动的正则方程和变分方程，并由第一

积分构造系统的积分不变量 )给出系统的 5+0671489:14-16 型积分变量关系和积分不变量 )
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! 引 言

为了解决高速转动的动力学问题，:14=3>0 于

!;<( 年建立了转动相对论力学理论［!，"］) !;;& 年以

来，文献［#，$］建立了转动相对论系统的分析力学理

论 )近年来，关于转动相对论系统动力学的研究，在

以下三个方面得以发展：一是转动相对论系统分析

力学基本理论的进一步发展［(，&］，二是考虑具有质量

分离 或 并 入 的 转 动 相 对 论 系 统 分 析 动 力 学 的 研

究［%—!"］，三是转动相对论 ?042.+@@ 系统动力学理论的

建立［!#，!$］)但是，以往的工作多限于变分原理、运动

方程以及对称性与守恒量的研究，而对于转动相对

论系统动力学方程基本积分方法的研究甚少 )
复杂系统动力学方程的积分求解是现代数学力

学和数学物理学科发展的重要方面之一 )本文较全

面地建立转动相对论系统动力学方程的积分理论，

包括第一积分、*+,-. 降阶法、/.0--1234 降阶法、积分

不变量的构造、5+0671489:14-16 型和 5+067148 型积分

变量关系与积分不变量等 )最后给出一些推论 )
本文与文献［#—&］构成了转动相对论系统分析

力学的较为完整的基本理论框架 )

" 转动相对论系统的第一积分

研究 ! 个粒子构成的力学系统绕定轴的转动，

在 " 时刻第 # 个粒子绕定轴的角速度为!
·

# ，# 粒子的

极限角速度为"# ，经典转动惯量为 $%# ，其相对论性

转动惯量为［"，#］
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该转动相对论系统的位形由广义坐标 &’（ ’ A !，⋯，

(）确定，其运动受有 ) 个理想!"#$"%型约束
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构造转动相对论系统的广义动能函数
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则系统的运动满足转动相对论系统的 *+,-. 方程［$］
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其中 .’ 为广义力，$’ 为广义约束反力，%# 为待定乘子)
把作用于系统的主动力分为有势力和非有势力

两部分
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构造转动相对论系统的广义 G1H416H3 函数
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则方程（!）可以写为
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对于方程组（*）和（)），如果满足如下条件：

’）+,-.,/-0 函数 "!# 不显含某些广义坐标 %)
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4）%) 对应的各广义力为零
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则转动相对论系统的运动存在"个循环积分
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这就是转动相对论系统的广义动量守恒量 (
为了求得能量积分，对于方程（)），得
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（’*）式称为转动相对论系统运动的能量方程 (因此，

如果满足如下条件：

’）约束方程（*）对 $%& 是齐次函数
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4）+,-.,/-0 函数 "!# 不显含时间 !
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则转动相对论系统的运动存在能量积分
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比（’4）—（’9）式更为一般的条件为
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如果满足条件（’)）式，则有能量积分（’:）式 (

4 转动相对论系统动力学方程的 ;6<8=
降阶法

’2)) 年，;6<8= 首创利用循环积分降阶完整保

守系统运动方程的方法［’9］，’11 多年来，深受数学、

力学、物理学界的重视 (刘端等人成功地把这种方法

发展用于非完整系统［’:］、>,556 动力学系统［’)］、变质

量系统［’2］和非惯性系统［’3］( 下面把 ;6<8= 方法推广

应用于转动相对论系统动力学方程的降阶 (
假如由（’’）式可解出"个 $%，记作

$%) $ -)（%"& ’，⋯，%( ；$’，⋯，$"；$%"& ’，⋯，$%( ；!）
（) $ ’，⋯，"）， （’2）

构造转动相对论系统的 ;6<8= 函数
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由（’3）和（*1）式得
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注意到（’’）和（’2）式，则有
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将（*!）式代入（)）式后面（( #"）个方程，得
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（）表示其中 $%) 用（’2）式替代 (方程（*:）称为转动相

对论系统的广义 ;6<8= 方程，它与方程（*9）及约束

方程（*）构成封闭的方程组 ( 方程（*:）与方程（)）保

持有相同形式，但方程的个数已减少到（ ( #"）个，

实现了方程（)）的降阶，其余"个方程可由循环积

分（’’）或（*9）式独立给出 (

! 转动相对论系统动力学方程的 ?=@8A
8,B0. 降阶法

’31! 年，?=@88,B0. 利用能量积分降阶完整保守
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系统的运动方程，得到著名的 !"#$$%&’( 方程［)*］+ 梅

凤翔等人把 !"#$$%&’( 方法用于非完整系统［),］、广义

力 学 系 统［))］、-%../ 动 力 学 系 统［,0］和 变 质 量 系

统［)1］+下面把 !"#$$%&’( 方法推广用于降阶转动相对

论系统的动力学方程 +
令
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将（)0）式代入能量积分（,8）式，解出 !", 2 !",（ "3!，

"&），并代入（)6）式，定义转动相对论系统的 !"#$$%&9
’( 函数
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利用（)6）式及 $!% #"，能量积分（,8）式改写为
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对上式微分，得
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分别比较（1,）与（1;）式、（1)）与（1<）式，并利用（)7）

式，得
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将（18）和（10）式代入（0）式后面（# : ,）个方程，得
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称（16）式为转动相对论系统的广义 !"#$$%&’( 方程 +
至此，已将方程（0）的 # 个自由度问题降阶为（ # :
,）个自由度问题 +

在方程（0）中 ", 是循环坐标的特殊情况下，方

程（16）也不含 ",，那么可得新的能量积分

"
#

!2 )

!’%

!"3!
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应用（17）式，又可用上述方法将方程（16）降阶为（ #
: )）个自由度问题 +如此在同样条件下，此降阶方法

可继续使用 +

< 转动相对论系统积分不变量的构造

!"#$$%&’(［);］曾指出：对于完整保守系统，已知一

个第一积分可以确定一个积分不变量 + 梅凤翔证明

这一结论对非完整系统也适用［)<］+ 文献［)8，)0］把

该结论推广到非等时变分和变质量系统相对运动情

形 +下面利用转动相对论系统的第一积分构造其积

分不变量 +
沿用文献［)<］的思想，把方程（0）作为一个有条

件的完整系统问题来研究，其中方程（)）看作方程

（0）的特殊的第一积分 + 对于方程（)）和（0），可在积

分之前求出%$ 作为 !"& ，"& ，, 的函数，引入转动相对

论系统的广义动量和哈密顿函数［;］
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则方程（0）可写为正则形式
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其中记号 ? 表示 !" 用 "，-，, 代换所得表达式 +在求

解方程（)）和（0）的运动时，可先积分方程（;,），然而

再施加约束方程（)）对初始条件的限制 +
对于方程（;,），在非等时变分条件下，用 "& 5

""& ，-& 5"-& ，, 5", 分别替代 "& ，-& ，,，展开后并忽

略""& ，"-& ，", 的二阶以上小量，得转动相对论系

统的非等时变分方程
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利用方程（%&）和（%*），可以证明：如果方程组

（%#）有形如

"’（"# ，(# ，!）" +,-./ ) （%%）

的一个第一积分，那么表达式
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是转动相对论系统的一个积分不变量 )
实际上，利用方程（%#）—（%*），得
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为 2,3..,-

括号 ) 因（%%）式是方程（%#）的一个第一积分，因

此有

（"’ ，&’ ）$!
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将（%5）式代入（%1）式，便可证得（%0）式为转动相对

论系统的积分不变量 )
反之，如果转动相对论系统有形如（%0）式的一

个积分不变量，那么该系统一定有一个第一积分

（%%）式 )

1 转动相对论系统的 2,3-+6789:67/6-
积分变量关系和积分不变量

2,3-+6789:67/6- 积分不变量和 2,3-+678 通用积分

不变量在现代数学、力学和物理学中具有重要作用 )
刘端于 #;;# 年建立了完整非保守系统的积分变量

关系，给 出 系 统 的 2,3-+6789:67/6- 积 分 不 变 量 和

2,3-+678 通用积分不变量［&<］) 文献［&;］把这一工作

拓展到非#$%&$’型非完整约束系统 )下面建立转动

相对论系统的 2,3-+6789:67/6- 型、2,3-+678 型积分变

量关系和积分不变量 )
设系统运动的初末时刻、初末坐标都不是固定

的，而是参数#的函数
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且 "# ，+"# 的初始和终了值满足约束方程（&）)
,$（"4
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利用非等时变分与等时变分之间的关系!"# "("#

$ +"#!!，并注意到方程（5），计算转动相对论系统的

哈密顿作用量 -’ "#
!#

!4
.$’ ! ! 的非等时变分，得
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在#值对应的路径均为真实路径的情况下，有
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在（&$ $ #）维增广相空间中任取一条闭曲线 /4

"# " "4
#（#），(# " (4

#（#），! " !4（#）

（4%#% 0；# " #，⋯，$）， （0&）

其中#" 4，#" 0 为 /4 上同一点 )从 /4 上各点各引

一条直实路径，得正路管

"# " "#（ !，#），(# " (#（ !，#）

（4%#% 0；# " #，⋯，$）， （0*）

其中 "#（ !，4）" "#（ !，0），(#（ !，4）" (#（ !，0）)在此正

路管上再任取一条包围正路管，且和正路管上每根

曲线仅有一个交点的闭曲线 /#
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!" ! !""（!），#" ! #""（!），$ ! $"（!）

（#!!! %；" ! "，⋯，&）$ （%&）

将（%"）式在［#，%］上积分，得

’(（ %）’ ’(（#）!")"

［#
&

" ! "
#"!!" ’ *(!$］

’")#

［#
&

" ! "
#"!!" ’ *(!$］

’$
$"

$#")#
&

" ! "
（+(" )""）"!" * $ ! #，

（%%）

其中 $#，$" 具有任意性，) 为包围正路管且与每根轨

线仅有一个交点的闭曲线

!" ! !"（!），# ! #"（!），$ ! $（!）

（#!!! %；" ! "，⋯，&）$ （%+）

将（%%）式等号两端同除以（ $" ’ $#），并取极限，利用

中值定理，得到如下结论：

如果曲线 ) 是围绕转动相对论系统正路管的

任意闭曲线，则沿此曲线存在 ,-./0123451261/ 积分变

量关系

*
* $,( !")#

&

" ! "
（+(" )""）"!" ， （%7）

其中 ,( !")
［#

&

" ! "
#"!!" ’ *(!$］表示转动相对论系

统的 ,-./0123451261/ 积分 $ 如果系统所受的主动力

均为保守力 +(" ! #，且存在势函数 -（!"）使得广义

约束反力"" !#- 8#!" ，那么转动相对论系统存在

,-./012345161/ 积分不变量

,( !")
［#

&

" ! "
#"!!" ’ *(!$］! 0-/96 $ （%:）

如果曲线 ) 是由系统的同时状态组成，则!$ !
#，（%7）式成为

*
* $,(" !")#

&

" ! "
（+(" )""）"!" $ （%;）

若（%;）式满足条件 +(" ! #，"" !#- 8#!" ，则转动相

对论系统存在 ,-./0123 通用积分不变量 $

7 讨 论

本文较为全面地建立了转动相对论系统动力学

的基本积分理论，具有一般意义 $对于保守系（+(" !
#）、非保守系、完整系（"" ! #）和非完整系，本文给

出的转动相对论系统动力学的积分方法均适用 $
如果用［<#］

./ !
.0/

" ’ !"=
/ 8 1% =

（ / ! "，⋯，2），（+#）

3& ! #
2

/ ! "
.0/1=（" ’ " ’ !"=

/ 8 1% = ）， （+"）

分别替代（"）和（<）式，则本文可以转化给出相对论

系统动力学方程的基本积分理论 $
如果考虑具有质量分离或并入的广义反推力对

方程（&）或方程（7）的影响［;］，则本文可推广给出变

转动惯量情形下转动相对论系统动力学的基本积分

理论 $

在#
·
’$/ 的经典近似下

4/ !
40/

" ’#
·=

/ 8$=% /

( 40/ （ / ! "，⋯，2），（+=）

取 " ’#
·=

/ 8$=% / 关于#
·

/ 8$/ 幂级数展开式的前两项，

则

3&( ( 40/$=
/ ’ 40/$=

/ " ’ #
·=

/

=$=( )
/

! "
= 40/#

·=
/ ! 3( （ / ! "，⋯，2）， （+<）

那么，本文给出了经典转动系统动力学的积分理论 $

［"］ >$512?@A.，506&7 $ 89:" $，!"（";:%），"7%，::;，"#";$
［=］ >$512?@A.，4&$;( $ , $ 39;0( $ 89:" $，#"（";:+），:; $
［<］ B$C$ DE-，, $ <;/=/&> 4&"$ $ 3;19&0% $，!$（B"）（";;+），"%&（ ./ 5F.4

/@9@）［罗绍凯，北京理工大学学报，!$（B"）（";;+），"%&］$
［&］ B$ C$ DE-，?##% $ @A$9 $ @;19 $，!%（";;:），&%$
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"=++$
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