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对双曲函数法进行了深入探讨，推广了该方法的某些使用条件，借助计算机代数系统 )*+,-.*+/0*，进一步获
得了 123!4567-68方程的两组扭状孤波解 9
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& 引 言

在研究液体内含有气泡流动以及弹性管内液体

流动等问题时，人们把控制方程归结为如下的

123!4567-68方程［&］：
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其中"，#!$，分别为耗散项和色散项系数 9文献［%］
对方程（&）的解进行了定性分析，文献［#］在一定条
件下找到了它的一类行波解，但要给出方程（&）在
一般情况下的解析解，仍然是个非常难的问题 9
近年来，文献［:—"］提出和发展了求解非线性

发展方程的齐次平衡法 9在求解非线性方程的过程
中，该法得到了广泛的应用［?—&:］9 文献［&’］在此思
想的基础上，提出了双曲函数法，并且用这种方法

成功地找到了若干非线性方程的精确孤波解 9
本文采用双曲函数法，借助计算机代数系统

)*+,-.*+/0*，获得了方程（&）的一类行波解 9这种方
法也适用于求解其他非线性方程 9

% 关于文献［&’］中方法的分析

文献［&’］中双曲函数法简述如下：对于方程，
比如两个独立变量 #，"，

$（!，!"，!#，!##，⋯）> $， （%）
考虑其行波解
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可将方程（%）化为关于#的常微分方程 @AB9假设
其解为
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其中
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分析此方法的使用，文献［&’］指出：在确定孤
波解#的阶数( 时，是“通过平衡微分方程 @AB的
最高阶微分项和非线性项的阶数，确定孤波解#的
阶数(”9实际上，这样确定出来的 ( 是双曲函数法
中孤波解#的最高阶数，而实际计算中，可以取 (
比它小，同样也有希望得到非线性方程的孤波解 9
以文献［&’］中 123方程
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为例，其对应常微分方程 @AB为
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文献［&’］按其原则，确定此时 ( > %9 显然应该 (
E $，现取 ( > &，即取

# > *$ < *& + < -& .， （;）
将（;）式代入（?）式并利用（(）式，使得所得方程的
各项中只含有 + 和 . 的幂次项，且 . 的幂次项不大
于 & 9合并 + 和 . 的同次幂项并取其系数为零，就得
到方程（"）相应的非线性代数方程组 FBG为

(%# 0*& = (%# 0/% *& > $，

= (%# 0（ /% = &）% -& > $，

%%（ /% = &）（(%% 0/ = *&）-& > $，

第 ’$卷 第 &&期 %$$&年 &&月
&$$$!#%;$H%$$&H’$（&&）H%$":!$#

物 理 学 报
FIJF KLMGNIF GNONIF

3CP9’$，OC9&&，OCQ-.R-6，%$$&
$

###############################################################
%$$& I,/D9 K,S89 GC09



（ ! ! " #"$ # " !$% ! &"$ #$% " "%’

! "$% %’ " $"$%(）&( ) ’，

! !$&( " "$ #$&( " "$%’ &( ! "%( &( ) ’，

!%( ! "$ #%( ! "%’ %( " "$&%
( ) ’，

*"$ #$%( ! "%%
( " "&%

( ! "$% &%
( ) ’ + （(’）

用计算机代数系统 ,-./01-.23-对此超定方程组求
解，得到方程（&）的一组精确孤波解
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其中 "，!，* 为任意常数 +
可见同样也得到了方程（&）的一组精确解，但

文献［(6］中并没有找到这组解 +所以在确定 + 的时
候，应该按文献［(6］中的方法，先确定出 + 的最大
值，再从 (依次取起，这样可有希望找到非线性方
程的更多的解 +

$ 789:;<=>0=5方程的行波解

按文献［(6］中的方法，平衡方程（(）的最高阶
导数项和非线性项的阶数，得到 + ) %，故可取 + )
(或 + ) %+
（?）取 + ) (，用和前面同样的方法确定相应的

非线性代数方程组 @AB，得
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用 ,-./01-.23-求解上述关于 %’，%(，&(，"，! 的超定
代数方程组，得到方程（(）的一组孤波解
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其中 " ) D"6!
，!，* 为任意常数 +

（??）取 + ) %，用和前面同样的方法确定相应的
非线性代数方程组 @AB，得
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,-./01-.23-解此超定非线性代数方程组有一定
的困难，若令 &% ) ’，可得到方程（(）的一组孤波解
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其中 " ) D "(’!
，!，* 为任意常数 +
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! 结 束 语

在对文献［"#］中的双曲函数法作了进一步的探
讨后，成功得到了 $%&’()*+,*-方程的孤波解 .在运

用该法的过程中，同时也得到了 ()*+,*-方程和 $%&
方程的若干孤波解 .实践证明这种方法可以用来求
解一大类非线性方程，相信它在非线性方程的求解

中将会发挥其重要作用 .
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