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根据 )*+,-!.,*-*/0*12的量子不变量理论，计算了一维动壁无限深势阱内频率随时间变化的谐振子的 )*+,-!
.,*-*/0*12相位，发现刘登云文中“非绝热 3*445相位”与 )*+,-!.,*-*/0*12相位中的几何部分完全一致 6也许更为重要
的是，证明了至少对于做正弦振动的边界，在绝热近似下，该系统不存在非零的 3*445相位 6
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" 引 言

自从 78*-9:*4和 .,9*［"］第一次提出量子动壁无
限深势阱之后，这类动边界系统引起了人们极大的

兴趣［#—#$］6正是由于边界的运动，才使问题变得复杂
而有趣 6据我们所知，人们只找到了几类可精确求解
的动边界系统［"，(，""，";，"<］6设一质量为 ! 且具有含时
频率!（ "）的谐振子，被局限在左壁固定，而右壁按
#（ "）（大于零）运动的一维无限深势阱内 6此系统的
哈密顿量为

$%（&，"）=
$’#

&

#! > "
# !!#（ "）&# > (（&，"），（"）

(（&，"）为动壁无限深势阱的势能：

(（&，"）=
$ & !（$，#（ "）），

? & "（$，#（ "））{ 6
（#）

文献［""］指出，只有当

!#（ "）= @
)#（ "）
#（ "） （&）

时，含时 A9:4B2,/C*4方程

,"!!"#（&，"）= $%（&，"）#（&，"） （;）

才可能精确求解，故本文只考虑

$%（&，"）=
$’#

&

#! @ !
#

)#（ "）
#（ "）&

# > (（&，"）（"D）

的情形 6
在动边界条件

#（&，"）= $，& "（$，#（ "）），# " （(）
下，方程（"），（#）和（;）有下列精确解［""］：

#*（&，"）= *EF @ ,"*#"#

#!$
"

$

2 "D
##（ "D[ ]）$*（&，"），

（’）
式中

$*（&，"）=
#

#（ "% ）*EF ,!
#"

+#（ "）
#（ "）&[ ]# -,/ *"&

#（ "( )） & !［$，#（ "）］，

$ & "［$，#（ "）］
{

6
（G）

｛$*（ &，"）：* = "，#，&，⋯｝构成一个正交归一完
备集：

$
#（ "）

$
2&$

&
*（&，"）$*D（&，"）=%**D，

’
*
$
&
*（&，"）$*（&D，"）=%（& @ &D），

&，&D !［$，#（ "）］6 （%）
当 +#（ "）= 98/-H 6，即势阱壁做匀速运动时，（’）式与
78*-9:*4和 .,9*［"］以及 I4**/J*4C*4［(］得到的结果
一致 6
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在文献［!］中，"#$$%&$#’$# 曾把（(）式中的

“
!
)!

"#（ $）
#（ $）%

)”称为“几何相位”*很显然，"#$$%&$#’$#

得到的并不是真正的（+$##,［)-］意义上的）几何相位 *
其后，人们开始了对动边界条件下几何相位问题的

研究［.，-)，-(，-.，)/］* 0123454647$8［)/］的工作指出，被束缚
在宽度作周期变化的一维无限深势阱内的自由粒子

（"（ $）9 /）不会获得非零的 +$##,相位 *
最近，文献［-:］考虑了

")（ $）9 ;
&#（ $）
#（ $） （:）

的情形，其中#（ $）为具有含时频率"（ $）的经典谐
振子的运动方程

&% 9 ;")（ $）% （-/）
的实数解 *基于不变量的精确解利用几何距离和曲
线的几何长度概念，作者第一次计算了动边界条件

下的具有随时间变化频率的谐振子的几何相位 *计
算结果表明，系统不但存在非绝热的几何相位，而且

还存在非零的绝热几何相位，即 +$##,相位 *在计算
过程中，作者把势阱壁的运动定义为

#（ $）9 ’/#（ $）， （--）

式中 ’/ 为常数，从而文献［-:］的（:）式同文献［--］

的（<）式 *
本文将 =$>?2@A?$2$%5$B7 的量子不变量理论［))］

应用到动边界系统，并计算了动边界条件下的

=$>?2@A?$2$%5$B7相位［)<］（$(（)）），发现文献［-:］中的

“非绝热 +$##,相位”正好等于 =$>?2@A?$2$%5$B7 相位
中的几何部分%(（)）*

其次，针对势阱壁作正弦振动（ #（ $）9 #/ C

*2?%（&$）），见后面的（<.）式的特殊情况，证明

%(（)）正比于振动频率&*因此，在绝热近似下（即

&趋于零），%(（)）应趋于零；文献［-:］中的“非绝热

几何相位”也应随之趋于零 *绝热近似下的%(（)）正

好化为 +$##,相位，这表明当势阱壁作正弦振动时，
系统不应存在非零的 +$##,相位 *
再者，我们以"（ $）9 D1%23 *的情形为例，发现文

献［-:］的计算结果与 +$##,理论的结论不一致 *这表
明，该文以 ""（ $）趋于零作为绝热近似条件得到的
+$##,相位公式不能作为计算 +$##, 相位的一般公
式 *这是因为，""（ $）趋于零不能保证系统哈密顿量
作缓慢变化，同时，由（--）式定义的 #（ $）也不一定
具有物理意义 *

) 动边界系统的不变量

对于一个哈密顿量 +,（ $）显含时间的系统假设
存在一个厄密不变量 +-（ $），它满足方程

7+-（ $）
7 $ 9 !

+-（ $）
!$ C -

?!
［ +-（ $），+,（ $）］9 /，（-)）

从而其本征值’( 不依赖于时间，即

!’(

!$ 9 /， +-（ $）E((（ $）〉9’( E((（ $）〉*

（-<）
以下，我们总假定｛E((（ $）〉：( 9 -，)，⋯｝是正交归
一的 *令

E)(（ $）〉9 $?$(（ $） E((（ $）〉， （-F）

式中

$(（ $）9 .(（ $）C%(（ $）， （-!）

.(（ $）9 ; -
!!

$

/
7 $G〈((（ $G）E +,（ $G）E((（ $G）〉，

（-H）

%(（ $）9!
$

/
7 $G〈((（ $G）E ? !!$G E((（ $G）〉* （-(）

=$>?2@A?$2$%5$B7的量子不变量理论［))］指出，当’( 不简

并时，（-F）式定义的 E)(（ $）〉便是含时 ID8#J7?%’$#方程

?!!!$ E)（ $）〉9 +,（ $）E)（ $）〉 （-.）

的精确解 *人们习惯于把$(（ $）称为 =$>?2@A?$2$%5$B7
相位，.(（ $）和%(（ $）分别为其动力学部分和几何
部分 *
李伯臧等人［)<，)F］已经指出，$(（ $）以及 .(（ $）和

%(（ $）一般是不确定的量，因而缺乏物理意义；对于
周期（为 )）的量子系统，当且仅当 +-（ $）和 E((（ $）〉
被取得具有相同的周期性时，$(（)），.（)）和%(（)）
才是物理上有意义的量；此时，

E)(（)）〉9 $?$(（)） E)(（/）〉， （-:）

从而$(（)）为系统的 +B1D8相位，.(（)）和%(（)）分
别为其动力学部分和几何部分 *
顺便指出，从本节开头到现在的 +,（ $），+-（ $），

E((（ $）〉和 E)(（ $）〉中均隐去了坐标 %，因为这些公
式适用于任何量子系统，所以这里采用了 K?#4D 符
号 *下面仍采用 %@表象 *
将含时 ID8#J7?%’$#方程的精确解（H）与（-F）式

作比较，不难判断，系统一定存在以（(）式中的

*(（%，$）为瞬时本征函数的不变量 +-（ %，$）*下面来
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求这样的 !"（#，$）!
设 !%（ #，$）为含时幺正算符，在该幺正变换下

不变量方程（"#）的 #$表象

%!!
!"（#，$）
!$ &［ !&（#，$），!"（#，$）］ （#’）

成为

%!!
!"(（#，$）
!$ &［ !&(（#，$），!"(（#，$）］，（#"）

式中

!"(（#，$）& !% )（#，$）!"（#，$）!%（#，$），（##）
!&(（#，$）& !% )（#，$）!&（#，$）!%（#，$）

* %!!% )（#，$）!
!%（#，$）
!$ ! （#+）

若取

!%（#，$）& ,-. %’
#!

()（ $）
)（ $）#[ ]# ， （#/）

则有

!&(（#，$）&
!*#

#

#’ )
()（ $）
#)（ $）（#!*# ) !*##）) +（#，$）!

（#0）
由于本文所涉及的波函数均满足边条件（0）式，

即它们在开区间（’，)（ $））之外恒为零，故只须要求
"(（ $）（ "（ $））当 #!（’，)（ $））时满足（#"）（（#’））式
即可 !为此，令

!"(（#，$）& )#（ $）
#’

!*#
# ) +（#，$）， （#1）

易见它当 #!（’，)（ $））（甚至当 #"［’，)（ $）］）时，
确实满足（#"）式 !
因此，将上式代入（##）式，便得到系统的一个不

变量：

!"（#，$）& )#（ $）
!*#

#

#’ *
()（ $）
#)（ $）（#!*# ) !*##( ）

) ’()#（ $）
#)#（ $）# )# ) +（#，$）! （#2）

不难验证此不变量以",（ #，$）为本征函数，而相应
的本征值为

#, & !
# ,#"#

#’ ! （#3）

若按（""）式以$（ $）代换（#2）式中的 )（ $），就得到文
献［"4］的结果 !但值得注意的是，将文献［"4］求得的

$（ $）代入（""）式，不能总满足 )（ $）大于零的物理
要求 !

+ 动边界系统的 5,6%7$8%,7,9:,;<相位
与 =,>>?相位

既然系统存在以",（ #，$）为本征态的不变量
!"（#，$），那么，方程（+）就可按 5,6%7$8%,7,9:,;< 的量
子不变量理论进行求解 !将（2）式代入（"0）—（"2）
式，得

-,（ $）& * "
!#

$

’
< $(#

)@

*@"
$
,（#，$(）!&（#，$(）",（#，$(）<#

& *!,#"#

#’#
$

’

< $(
)#（ $(）*

’
#!

"
+ * "

#,#"( )#

·#
$

’
（ ()#（ $(）* )（ $(）.)（ $(））< $(， （#4）

%,（ $）&#
$

’
< $(#

)@

*@"
$
,（#，$(） % !

!$( )( ",（#，$(）<#

& ’
#!

"
+ * "

#,#"( )##
$

’
（ ()#（ $(）

* )（ $(）.)（ $(））< $(， （+’）

&,（ $）& -,（ $）)%,（ $）& *!,#"#

#’#
$

’

< $(
)#（ $(）!

（+"）
当 ()（ $）& AB97C !时，有

-,（ $）& * ,#"#

/&
" * "( )
’

* #!’&
#

’)
"
+ * "

#,#"( )# $，

（+#）

%,（ $）& * #!’&
#

’)
"
+ * "

#,#"( )# $， （++）

&,（ $）& -,（ $）)%,（ $）& * ,#"#

/&
" * "( )
’
，

（+/）

式中’（ $）& )（ $）
)’
，)’ & )（’）和&& ’

#!
)’

()（ $）!于是

我们得到与文献［"］和［0］相同的结果：

(,（#，$）&
#

)（ $% ）,-. %&’
#

)（ $( )）
#

* % ,
#"#

/&
" * "( )[ ]
’

7%9 ,"#
)（ $( )） # !［’，)（ $）］，

’ # "［’，)（ $）］
{

!
（+0）

前面已指出，当且仅当不变量 !"（ #，$）和",（ #，

$）被取得具有与 !&（ #，$）相同的周期性时，&,（/），
-,（/）和%,（ /）才是物理上有意义的量，为此考虑
势阱壁作周期运动的情况 !此时，
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!!（"）!
#
""

#
$ % #

"!"!( )"!
"

&
（$%"（ &）% %（ &）’%（ &））’&，

（$(）

(!（"）! %"!"!"

"#!
"

&

’ &
%"（ &）%!!（"）) （$*）

作为特例，考虑一个简单情况，即设势阱壁作正

弦振动：

%（ &）! %& + ),-.（#&）， （$/）
式中 %& ! 01.,2 ) 3 &，) ! 01.,2 )，4 ) 4 5 %& )由此得

!!（"）! #
"

#
$ % #

"!"!( )" )"!#， （$6）

(!（"）! %"!"!"

"#!
"

&

’ &
%"（ &）%

#
"

#
$ % #

"!"!( )" )"!#)

（7&）
（$(）和（$6）式分别与文献［#6］中的（7(）和（7*）式
完全一致 )由此可看出，对于本文和文献［#6］所考虑
的运边界系统，文献［#6］利用几何距离和曲线的几何
长度概念得到的“非绝热 89::; 相位”等价于本文按
<9=-,>?-9,9.@9A’的不变量理论得到的相位!!（"）)
用不变量理论得到的精确解，<9=-,>?-9,9.@9A’

相位及其几何部分!!（"）完全等同于用其他方法得
到的结果，这表明 <9=-,>?-9,9.@9A’ 的不变量理论在
动边界系统中仍然适用 )
从（$6）式可以看出，当势阱壁作正弦振动时，

!!（"）正比于势阱壁的振动频率#)因此在绝热近
似下，即#趋于零时（关于将绝热近似表述为#趋
于零的合理性，将在下节论述），!!（"）趋于零，从而
文献［#6］中的“非绝热 89::; 相位”亦应如此 )当#
趋于零时，得

*+（,，&）"
%"（ &）
"#

*-"
, + .（,，&）， （7#）

*/（,，&）"
*-"

,

"# + .（,，&）) （7"）

此时，不变量的本征函数

$!（,，&）"
"

%（ &# ）,-. !!,
%（ &( )） , $［&，%（ &）］，

& , %［&，%（ &
{

）］

（7$）
近似为哈密顿量的本征函数 )因此，<9=-,>?-9,9.@9A’
相位中的几何部分!!（ "）化为 89::; 相位 )由此可
知，该动边界系统不存在非零的 89::;相位 )

7 结论与讨论

对于一维无限深动壁（动壁位于 , ! %（ &）处）势

阱中频率%（ &）按%"（ &）! %
’%（ &）
%（ &）随时间变化的谐

振子，我们利用含时幺正变换得到了系统的不变量 )
在势阱壁作周期运动的情况下，我们计算了动

边界条件下的 <9=-,>?-9,9.@9A’ 相位&!（ "），及其动
力学部分 (!（ "）和几何部分!!（ "），发现本文的

!!（"）与文献［#6］中的“非绝热 89::; 相位”完全一
样 )这表明，文献［#6］利用几何距离和曲线的几何长
度概念得到的“非绝热 89::; 相位”与本文按 <9=-,>
?-9,9.@9A’的不变量理论得到的!!（"）完全等价 )从
计算结果不难看出，当动壁作正弦振动时，!!（"）正
比于势阱壁的振动频率 )在绝热近似下（#趋于零），

!!（"）趋于零，故系统不存在非零的 89::;相位 )
当动壁作正弦振动时，将#趋于零作为绝热条

件是合理的 )这是因为，该绝热条件能保证系统哈密
顿量 */（,，&）作缓慢变化 )为了说明这一点，下面将
动边界转化为固定边界来进行论证 )引入含时坐标
变换

’ ! ,
%（ &）， （77）

在新坐标系中，势阱壁被固定在’! &和’! #处 )为
了得到归一化的波函数，需要对动边界条件下的波

函数(（,，&）作如下变换：

(B（’，&）! %（ &# ）(（,，&）! %（ &# ）(（%（ &）’，&）)
（7C）

于是，新哈密顿量成为

*/B（’，&）!
*-"
’

"#%"（ &）%
$%（ &）
"%（ &）（’

*-’ + *-’’）

+ #
" #%"（ &）%"（ &）’

" + .B（’），（7(）

式中 *-’ ! % -" ""’
，而 .B（’）为具有固定边界的一维

无穷深势阱

.B（’）! .B（%（ &）’，&）!
& ’$（&，#），

D ’%（&，#）
{ )

（7*）
从（7(）式容易看到，当且仅当势阱壁作非常缓

慢的正弦振动，亦即# 趋于零，从而 %"（ &）!
),-.（#&）

%& + ),-.（#&）#
" 趋于零时，/B（’，&）一定随时间缓

慢变化 )这是因为，在一般情况下，只有当势阱壁和
谐振子频率都随时间变化非常缓慢时，才能保证

/B（’，&）随时间缓慢变化 )
在文献［#6］中，作者以 $%（ &）趋于零作为绝热条
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件给出了运动方程（!"）的绝热近似解

!（ !）#!" $%&!
!

"
"（ !’）( !{ }’ （)*）

和势阱宽度

"（ !）# #"!" $%&!
!

"
"（ !’）( !{ }’ + （),）

将上式代入文献［!,］中的（)-）式（即本文中的（.-）
式），得到“非零的 /0112相位”

#$（%）#
#"!" &
3$

!
. 4 !

3$3!( )3!
%

"
"3（ !）( ! + （5"）

前面已经指出，仅以 ’"（ !）趋于零作为绝热条
件是不够的 +这是因为，这个绝势条件不能保证
(’（%，!）作缓慢变化 +故按（5"）式得到的结果不一
定就是 /0112相位 +此外，按（),）式定义的势阱宽度
"（ !）也不一定具有物理意义（不总满足 "（ !）大于
零）+为此，我们考虑一种特殊情况："（ !）# )（ ) 为
常数）+虽然此时存在非零的#$（%），但不难发现：当

)! #!3 6 *!（* 为整数）时，"（ !）# #"!" $%&（ )!）# "，

从而势阱宽度为零，这是没有物理意义的 +很显然，
由此得到的非零#$（%）也是没有意义的 +
实际上，当"（ !）# ) 时，系统随单参数 "（ !）变

化，按 /0112关于绝热几何相位的几何表述，系统的
/0112相位自然应为零 +这与文献［!,］的结果完全不
同 +我们再一次证明，（5"）式的计算结果不正确 +可
见，（5"）式不能作为计算 /0112相位的一般公式 +很
显然，只有当满足条件：（!）"（ !）大于零，（3）’"（ !）趋
于零和（.）’"（ !）趋于零时，才可能按（5"）式计算 /017
12相位 +因此在文献［!,］所设的“绝热近似条件”和
“绝热近似解”下，很难找到既满足上述条件又存在

非零 /0112相位的系统 +
由以上讨论可以得出结论：对于这种处于右壁

按 "（ !）运动的一维无限深势阱内的具有特殊频率

"3（ !）# 4
+"（ !）
"（ !( )）的谐振子，至少对于作正弦振动

的边界，不可能获得非零的 /0112相位 +
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