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用参量化后牛顿（))*）方法计算了质量四极矩对于试验物体轨道进动的影响，得到了在天体物体方面很有意

义的优越标架效应和对几个 ))* 参量的限制 +
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" 引 言

由于引力场方程是非线性的，因此获得严格解

是十分艰难的事情 + 即使获得严格解，比如在球对

称情况下获得的，在太阳系有明显观测意义的史瓦

希解，实际上也不可能验证其全部预言［"］+ 以太阳

系的观测实验为例，太阳系并不是静态的和各向同

性的 + 例如，由于太阳的扁度，使其具有质量四极

矩 + 虽然由史瓦希解原则上可以提供对于行星引力

场牛顿效应的一系列高阶修正，但是上述牛顿效应

比广义相对论给出的一阶修正还要大一个数量级，

当然完全淹没了一系列高阶修正［%］+
这样，对于引力理论和引力效应而言，不仅需要

寻找更多的严格解［,］，而且需要发展某种系统的近

似方法，以期在即使物理系统没有对称性的情况下

也能近似地描绘引力场，其描绘的精确程度应能满

足太阳系实验观测的要求 + 人们把已经发展起来的

这一方法叫做参量化后牛顿（))*）表述，它适用于

缓慢运动的质点系统（如太阳系），还可用来区分和

检验各种不同的引力理论［!—-］+

% ))* 形式

在标准后牛顿规范下，人们有一个理论系统的

普遍形式［!］+ 不同的引力理论的区别仅在于普遍形

式中各项的系数不同 + 把度规表达式中各项系数写

成任意参量形式，称为参量化后牛顿（))*）度规，这

些参量用来描述引力度规理论的后牛顿极限（参量

取一些特殊值），称为参量化后牛顿（))*）形式 + 太

阳系度规的 ))* 形式为
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式中 " 为太阳质量，!和"为 ))* 参量 + 这两个参

量都具有物理意义 + 由定义可知，在后牛顿极限中，

黎曼曲率张量的空间分量可写为
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式中 )!"
!
# + 由此可知，参量"用来量度太阳系的

空间曲率 + 这一含义连同上式都不依赖于牛顿规范

的选择 + 参量!用来量度 !##中的非线性部分 + 但是

在后牛顿极限中从各向同性坐标变到史瓦希坐标

时，!1##中不再含（" 2 #）% 项，因此严格而言参量!不

具有确定的物理意义 + 在 ))* 度规中，含有 "# 个参

量，它们是"，!，$"，$%，$,，%"，%%，%,，%! 和%* + ))*
度规具有如下形式：
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在上式中采用了一些 !!" 参量的线性组合，这

是为了参量!#，!$，!%，"#，"$，"% 和"& 具有特殊的

物理意义 ’
前面讨论的 !!" 度规是一个静止于宇宙静止

标架［#，&］中的坐标系里表述的 ’ 当计算各种不同引

力理论的后牛顿度规时，采用这一坐标系是很方便

的 ’ 但是对于系统中观测的后牛顿效应的计算，这

一坐标就不方便了 ’ 比如研究太阳系中的一些可观

效应，太阳系相对于宇宙静止标架是运动的，最好将

坐标系建立在太阳系的质量中心，即在所选取的坐

标系中可认为物理系统的质量是近似静止的，这时

研究起来会方便很多 ’ 当然，这只是为了便于效应

的表述，实验观测结果是不随坐标系统的选择而改

变的 ’ 在一般情况下，我们要考虑一个从原来的

!!" 坐标系向以速度 ! 相对于它运动的新坐标系

的变换 ’ 为了保持后牛顿特性，假设 ( ! ( 是小量，

(! (!!（#）’ 这个变换（ "，"）"（"，#）可以按小量

(! (的幂次展开到要求的量级 ’

% 质量四极矩的轨道进动效应

考虑惯性质量为 ## 和 #$，自引力能为$# 和

$$ 的两体系统 ’ 第一个物体具有很小的四极矩

$%& ，分 ’ ) * 和 ’#* 两种情况讨论 ’ ! 是参考系

相对于宇宙静止标架的速度 ’
# ’ ’ ) * 的情况 即整个系统相对于宇宙静止

标架是静止的 ’ 假设系统附近再没有其他引力体 ’
取系统质量中心为 !!" 坐标系原点，认为每个物体

都近似为球体，根据
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我们 有 $%) !
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%)$( ’ 式 中（ #( ）# 为 自 加 速 度，

（#(）$ 为准牛顿加速度，（#(）% 为 * 体项 ’ 我们得到

每个物体的加速度
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#$ )｛上式中将 " 换成 , "，脚标 # 与 $ 对换｝，
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式中 " ) "$#，*$) " . , ’ 物体 # 产生的准牛顿势中含

有四极矩的牛顿贡献，我们有
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式中（#. ）# 和（#. ）$ 为主动引力质量 ’ 可以证明，

一个关于 1$方向轴对称的物体，$%) 的形式为

$%)
# ) ## 2$

# 3$（#）（%%) , %1$%1$)）， （0）

式中 3$ 为四极矩的大小，由下式给出：

3$ )（4 , .）.#2$， （1）

4 为关于对称轴的惯性矩，. 为关于赤道轴的惯性

矩，2 为半径 ’
由于系统的质量中心是静止的，为了保证（-）式

中后 牛 顿 的 足 够 精 度，我 们 把 $# 和 $$ 用 下 式

代换：
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式中 $ ) $$ , $#，# ) ## + #$ ’ （#*）

定义折合质量为
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这样，相对加速度 # ) #$ , ## 可写为
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,% + #

$
## 2$

# 3$（#）

, [& #-（1$·*$）$ *$

, /（1$·*$）1$ , %*]$ + #"
, [% （$’ + $(）

#
, ,’-$

+（$ +!# , $"$）), , #
$（/ +!# +!$ +!%）)#-$

+ %
$（# +!$）

*
#（$·*$）]$ + #（"·$）$

,%

[4 （$’ + $）,)#（$ ,!# +!$ ]）， （#$）

式中
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!!（!!）和 !"（!"）分别代表两个物体的引力自能项，

对于太阳，它们不超过 !#$ %，并且是一个常量 & 所以

有 "’!"，可以去掉波号 &
在太阳系中，取地球轨道平面为参考平面，春分

点的地 $ 日方向为参考方向 & 对于所有的行星，其

轨道与参考平面的夹角 # 都很小，可以认为 ()* #"
!，从参考方向到上交点的角为! & 在轨道平面中测

得的近日点角度为"，离心率为 $，半长轴为 % & 用

标准方法计算轨道参量的扰动 & 把（!"）式中的加速

度 ! 分解为径向分量 %（!），垂直于轨道平面的分量

%（"）和垂直于前两个方向的分量 %（+），利用下式计算

各轨道参量的变化率：
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式中 ( 为单独质量的轨道角动量，#为近日点到行

星的位相角，’ 的定义仍为

’ - %（! $ $"）， （!7）

)，#，’，$ 的关系仍为

) - ’（! 0 $./(#）$ !，

)" ,#
, &#(#（"’）! 8 " & （"#）

由于在地心坐标系中观测，所以测得的近日

点为

"’ -"0!./( # & （"!）

这时算出"’ 的变化率为
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（""）式中的扰动加速度为
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式中(
$

为沿轨道运动方向，与 ,$正交，(
$

和 ,$都是

单位矢 & 在太阳系中，对称轴与轨道平面正交，所以

$$·,$- #，把（"":）式代入（""）式，并注意（"#）式，沿轨

道求积分，得到

效应 ! !"’ - 4)"[’
!
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上式等号右端第一项是决定于 ;;< 参数$和%
的经典近日点进动 & 第二项决定于两物体质量的

比，这一项在完全守恒理论中（"!#""#"+#&"##）

为零 & 由于水星质量与太阳质量之比约为 " 9 !#$ 5，

所以’="!" 9 !#$ 5，故对于水星和太阳可忽略这一

项 & 第三项决定于太阳四极矩 +"，太阳四极矩是由

它的扁平结构产生的，估计 +"!!#$ 5，用这一值及

水星 $ 太阳的标准轨道参数代入，得到近日点进动

值为

"’ - 3"> ?7%(’ =百年，

(’ -
!
+（" 0 "$$%）0 + 9 !#$ 3（+" =!#$ 5）&

（"3）

用雷 达 测 量 水 星 轨 道，得 到 对 ;;< 参 数 的

限制：

!
+（" 0 "$ $%）-

!&##% @ #&#"# （!75"，AB:C)D/）；

! &##+ @ #&##% （!754，AB:C)D/）{ &
（"%）

曾经有一段时间，人们对水星近日点进动的解

释有争议 & 主要是由于 E).FG（!744）测量太阳的偏

率，得到 极 半 径 和 赤 道 半 径 差 为%* -（3+> & + @
+> &+）9 !#$ + & 由此得到

+" -（" &35 @ #&"+）9 !#$% （E).FG，!753）&
（"4）

这样大的 +" 值对水星近日点进动的贡献约为

3> ($ ! & 这使广义相对论的预言与观测结果不一致 &
另一方面，这一值可由 HD:*(IE).FG 的标量引力理论

得到解释，只要取其中参量*!% &
这一争论直至 J)KK 小组公布了他们的观测结果

之后才平息下来 & 他们观测的结果为
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!! !（"# $% & ’# $%）( )*+,

"% ! * $)* & *$-, ( )*+. （/011 等，)"2-）$
（%2）

此结果为 30456 值的 )7. $
% $ #"* 的情况 设两体系统的质心以速度

! 相对于宇宙静止标架运动 $ 由（)-），（).），（%)）式

得到附加加速度
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!!% ! 在上式中将 $ 换成 + $，脚标 )${ }% ，（%:）

式中 $ ! $%)，’#! $ 7 %，%9 ! ; $)9 ;，’
#
9 ! $)9 7 %9，下脚标

9 代表银河系 $ 为常数，可以放到牛顿加速度中去，

由太阳行星组成的系统，可忽略行星的#7$ 取太

阳为物体 )，则相对加速度!" !!"% +!") 可写为
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)
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式中用到（"）和（)*）式，!$ ! $% + $) $
设 $%&$)，(&)，! 与轨道平面正交，用计算

（%,）式的方法，取到 ( 的零阶，得到轨道上"< 的变

化量

""< ! + % [# )
-")（

$
) ）

)
%
#%
( 8 )

:"%（#%
* + #%

+）

+ )
-&&

$9

%9
（’#%* + ’#%+）+ )

%",（
;# ;
$ ）%

( ; # ; )%
$( #( ) ]% ， （,*）

式中 #)，#+ 和 %*、’#+ 分别是矢量 ! 和 % 沿近日

点方向（#)，’#)）和沿与它垂直（在轨道面上）的方向

（#+，%+）的分量 $ 可以证明，（%），（-），（,*）式中的

扰动引起 (，, 和#的变化 $ 将水星，地球和太阳各

有关参量代入，有

#( )$ %
’ - ( )*+’，#% ’ , ( )*+’ =+) $ （,)）

! 的方向指向银河系中心 $ 太阳系相对于优

越标架的速度

# ! ,.*5>7= $
这一数值是根据（)""-）测量数据算得的 $ 考虑

到“经典”贡献，最后得到
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·
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取 "% ? . ( )*+ ’，按观测值与上两式比较，可以

得到对几个 @@A 参量的限制：

; -"") +"% + ’ $, ( )*.", + % $%&& ; ? * $)，

;", ;( % ( )*+2 $ （,-）

效应 % 和 , 是由于 #"* 引起的（")，"%，", 不

为零），属于优越标架效应 $
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