
用赝角动量方法求解同调谐振子
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采用赝角动量的方法研究了同调谐振子（带有附加有心势垒项的谐振子）的定态薛定谔方程的严格解 &详细讨
论了有心势垒项的参量对于形成体系束缚定态的有效取值区域，及该参量的不同取值区域对能谱的影响 &给出了
能谱的确切的全面表述和对应本征态的解析表达式 &对于不同文献作者的不同处理予以分析和澄清 &
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! 一类哈密顿算符随时间演化的同调
谐振子的分离变量

文献［!］采用因式分解方法由移动算符得到了
广义产生算符和广义湮没算符，求得了同调谐振子

（具有附加有心势垒 !" ( $项的谐振子）的定态束缚

解 &文献［$］用正则变换方法求解了质量、频率和有
心势都随时间变化的同调谐振子的薛定谔方程，并

给出哈密顿算符随时间演化的同调谐振子的严格

解，文献［)—*］用来讨论广义相干态、广义压缩态、
反聚束效应和有关的量子统计等非经典光场的一些

特性 &其中的定态部分的结果不尽相同，尤其是对本
征值的确切性有不同处理意见 &我们给出一种新的
解法，并加以讨论 &
文献［$］使用的含时间同调谐振子的哈密顿形

式为

#! + !
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!

%（ &）,
!
$ %（ &）!$（ &）’$
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%（ &）’$

!
，

（!）
式中振子的质量 %（ &）和圆频率!（ &）都是恒大于零
的时间实函数，! 为实常数，（!）式等号右端最后一
项为同调谐振子的有效附加有心势垒 & ’! 和 $! 分

别为坐标和动量算符，满足

’! + ’ ,
!， $! + $ ,

!；［’!，$!］+ -（取" + !）&
文献［$］在海森堡图象中利用正则变换，得到与

（!）式等效的新哈密顿为

#$ + !
%（ &）($（ &）

!
$ $$ , !

$ "$ , !
$"[ ]$ ，（$）

其中 " + ’! .(（ &），而时间实函数 (（ &）是如下二阶
微分方程的解：

(/（ &）%（ &）, (0（ &）%0（ &）, (（ &）%（ &）!$（ &）

+ !
%（ &）()（ &）

，

(（"）+ !， (0（"）+ "&
此式后面给出相应的初条件 &问题化为求解关于由
（$）式给出的新哈密顿 #$ 的薛定谔方程

-!
!&#（"，&）+ #$#（"，&）， （)）

经分离变量#（"，&）+ )（ &）$（"）得到含时间部分
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方程（)）的定态薛定谔方程为

!
$ ( 4$
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所得的定态薛定谔方程（’）与文献［!］所提出的同调
谐振子的形式相同 &延续文献［!］的提法，我们称方
程（’）所描述的体系为同调谐振子（带有附加有心势
垒项的谐振子）的定态薛定谔方程 &我们强调指出，
对于方程（’）中的常实数 !，文献［!，%—5］都注意到
了，当 !# ( !.#时才能保证体系处于束缚态 &然而
在实际处理中文献［!—’］都要求 !#"；而对于能级
的影响他们的意见不尽相同 &注意到，在 ! + "的位
置 &体系归于一维线性谐振子 &本文将详细地讨论关
于 ! 的合理的有效范围，研究它在不同范围内对能
谱的影响；并澄清不同文献作者的不同结论 &
因为能量是有下限的，可以人为地规定能量零

第 ’"卷 第 !$期 $""!年 !$月
!"""6)$7".$""!.’"（!$）.$)’%6"*

物 理 学 报
89:8 ;<=>?98 >?@?98

ABC&’"，@B&!$，D1E1FG1H，$""!
!

$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$
$""! 9I-J& ;IKL& >BE&



点，因此我们特意给出对能量 ! 的限制
! ! ! " （#）

下面我们对于定态方程（$）给出一种不同于文
献［%］的新解法 "

& 赝角动量方法

我们采用类似解决角动量问题的方法，称为赝

角动量方法 "为此我们首先回顾一下通常的角动量
问题 "设角动量的三个分量为 "%，"& 和 "’，它们满

足如下对易关系：

［"%，"&］( )"’； ［"&，"’］( )"%；

［"’，"%］( )"&； ［"&，"#］( !
# ( %，&，’， （*）

其中我们已经定义了

"& " "&
% + "&

& + "&
’ " （,）

通常解 "& 和 "’ 共同表象的本征值方程

"&
! ( $!，"’! ("!， （-）

其中 $ 和"为相应的本征值，!为已归一化的共同
的本征态 "构造升降算符

" + ( . )"% + "&，" ( . )"% . "&， （%!）
利用与方程（$）等价的方程

" + "!" (［"（" . %）. $］!"
"" +
!" (［"（" + %）. $］!"， （%%）

进一步可以求得

" +
!" ( "（" + %）.# $!"+%，

"!" ( "（" . %）.# $!".% " （%&）
以下的问题就是：根据具体问题中对本征植的

物理限制求出本征值 $ 和"的具体值：当给出具体
表象后还可以计算出 $ 和"所对应的所有本征态 "
例如，"有下降"!，则可以求得本征值为"( % +"!；

% ( !，%，&，⋯；以及相应的归一化的本征态!% "显
然，这里的本征值"是一个单位一个单位变化的 "
下面我们根据这个思路解决方程（$）的本征值

问题 "

’ 利用赝角动量方法求解同调谐振子
的定态本征值问题

为了达到我们的目的构造如下算符：
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注意：&"’ ( ( 就是方程（$）等号左端的哈密顿算
符；"’ 的本征值"将对应 ( 的本征值 ! ( &""我们
给出 "& 的不同的等价表达式以备后面计算上的

方便 "

按照（,）式，利用 "% ( ) "’ .
%
& &( )& 可以得到
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很显然，"& 的本征值 $ 就是常数（ ’ . ’1/）1/ "经过
仔细地计算，（%’）式中的算符满足（*）式的对易关
系；在证明中要用到以下几个对易式：

)&

0&&，"[ ]& ( 0&

0&&； ［"&，&&］( &&；

%
&&，"[ ]& ( %

&& " （%$）

这几个对易式在后面第 *节中还会用到 "把方程（$）
写成

"’!"（&）("!"（&）， &" ( ! " （%#）
这里 ! 就是待求的方程（$）的能量本征值 "
我们可以按照（%!）式构造出广义产生算符和广

义湮没算符为

" + ( "’ + %
/ . %

& && + %
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0
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这里已经利用了 "% ( ) "’ .
%
& &( )& "考虑到如果这里

的升降算符只作用在本征态!% 上，则上式可以写成

" +（%）( % +"! + %
/ . %
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& & 0

0&，

"（"）( % +"! + %
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下面讨论能量本征值谱及其对参量 ! 的依赖
关系 !

" 基态能级和能谱
由（#$）式可见，本征值!一个单位一个单位地

变动；按照前面（%）式的规定，" & $!有极小值；设
这个最小值为 "’ & $!’!’；与之对应的本征态记为

"’（#），作为存在的态它不恒为零 !立即可以得到体
系的能量为

! & $ (!’，

"$ & $（$ (!’） $ & ’，#，$，⋯ ! （#)）
现在的任务是求出 "’（或!’），显然应有

%（!’）"’ & ’ ! （$’）
上式等号右端的零表示不存在的状态，而"’（ #）不
恒为零 !按照（##）式的第一式有

% (（!’ * #）%（!’）"’（#）

&［!’（!’ * #）* &］"’（#）& ’! （$#）
此式等号右端的零来自（$’）式，由于"’（ #）不恒为
零，则（$#）式成立的必要条件为

!’（!’ * #）* & & ’， & & #
" ! *( )+

" !

（$$）
我们已经把（#"）式的结果引入了 !由此可以解出

!’# & #
$ # ( ! ("( )#

"
，!’$ & #

$ # * ! ("( )#
"

!

（$+）
由于要求本征值为实数，而且要求!’!’就必须有

* #,"# ! # +," ! （$"）
这里实际上只涉及到（$"）式所给出的 ! 的取

值范围 !当 ! & * #,"和 ! & +,"时体系只有一套解，
这实际是简并情况 !
在 ! 处于 +," - ! - * #,"区域时体系有两套解

!$ &
$ ( #

$ * #
$ ! (" #

" ，

$ ( #
$ ( #

$ ! (" #
"









 ，

* #
" . ! . +

"，$ & ’，#，$，⋯， （$/）

相应的能级为

"$ & $!$ &
$$ ( # * ! (" #

" ， * #
" # ! #

+
"

$$ ( # ( ! (" #
" ， ! !* #

"









 ，

，$ & ’，#，$，⋯ ! （$%）

这里我们把 ! & * #," 和 ! & +," 简并情况包括
在内 !
在 ! & ’ 处，体系将归于一维线性谐振子 !把

（$%）式的两套解表为

"$ &
$$ ( +

$，!’# & +
"；

$$ ( #
$，!’$ & #

"
{ ，

! & ’，$ & ’，#，$，⋯ !

（$0）
把这两套合起来写成

"$ & $ ( #
$， $ & ’，#，$，⋯ ! （$1）

这正是线性谐振子情况 !显然，同调谐振子必须包括
线性谐振子 !
文献［#］使用的能级实际上是本文中的!’#为起

点所对应的一套能级

+,$，0,$，##,$，⋯ !

对应了图 #的每条曲线的上半支与 ! & ’的交点 !文
献［$］使用的能级实际上是本文中的!’$为起点所对

应的另一套能级

#,$，/,$，),$⋯ !
对应了图 #的每条曲线的下半支与 ! & ’的交点 !两
套合起来才是本文（$1）式给出的一维线性谐振子的
能级 !在 ! & ’处，属于 +,"!! - * #,"范围情况，体
系的能级用两套能级公式才能完整表达；一套从!’#

开始，一套从!’$开始；它们的能级间隔都是 $ !文献
［$］对文献［#］的批评是不对的；事实上是他们都丢
了一套 !文献［#］采用的是 +,"! ! - * #,"区域内始
于!’#的一套本征值谱；而文献［$］采用的是该区域

内始于!’$的一套本征值谱 !
我们还指出，当 ! & * #,"和 ! & +,"时都是两

套能谱合二为一的结果；这两种情况应该看作是偶

然简并 !
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!"# 基态能级

（!"）式给出的这套能谱很特别，为了看得清楚
我们特意给出图 #，上面只讨论了图 # 中所对应的
$%&!! ’ ( #%&范围情况 )在这个范围内基态能级为

"** + # ( ! ," #
& ，(

#
& # ! #

$
& ) （!-）

观察图 #，可见无论 ! 取何值，体系的基态能总

图 # "与 ! 的关系

是由抛物线的下半支提供 )从 ! + $%& 开始到 ! + .
, $%&基态能量将由 # + #抛物线的下半支提供，在
这个区间的基态能为

"*# + $ ( ! ," #
& ，

$
& / ! # . , $

& )（$*）

同理，在下一个区间 . , $%& / ! / !& , $%&的基态能为

"*! + 0 ( ! ," #
& ，. , $

& / ! # !& , $
&，

与 $ ’ *时，一般地有

"%$ + !$ , # ( ! ," #
& ，

&$（$ ( #）, $
& / ! # &$（$ , #）, $

&，

$ + #，!，$，⋯ ) （$#）
仔细观察图 #每条抛物线的下半支不难发现，在 !
的不同区域上基态能的表达式是不相同的 )

!"$ 能谱

从图 #可以看出：每条抛物线的上半支在整个
!! ( #%&区域总是成立的，但是不提供基态能级；
而下半支提供的基态能级已由（!-）和（$#）式给出 )
因此能谱可以一般地写成

"$（# ,，# (）+
（!# , , #）, ! ," #%& # , + *，#，!，⋯；

［!（$ , # (）, #］( ! ," #%& # ( + *，#，!
{

，⋯，

&$（$ ( #）, $%& / ! # &$（$ , #）, $%& $ + #，!，$，⋯；
( #%&# ! # $%& $ +{ * )

（$!）

注意，这里 $ + *单列出来 )这套能谱对 ! 的依赖关
系如图 #所示 )

!"% 偶然简并

当 ! + ( #%&和 ! + &$（$ , #）, $%& （$ + *，
#，!，⋯）时，图 #中的两套曲线（上半支和下半支）相
交，这些交点处是明显的偶然简并情况 )这些位置的
能量为 " + !#；此外，在上述能级之间还有一套偶
然简并的能级 " + !# , #)这些相邻能级间距均为
!，开始不简并，后来简并 )这样的位置可统一表成

! + &! ( #
& & + *，#，!，⋯ )

此外，在 ! + *，!，"，#!，⋯，$（$ , #），⋯（$ +
*，#，!，⋯）的位置存在着相邻间距开始为 !后来为 #
的能谱 )

0 本征态的解析表达式

下面我们计算本征态 )首先计算!*（ ’）)把（#.）
式的第二式中的"取为"* 代入（!*）式得到

"* , #
& ( #

! ’! ( #
!

1
1’[ ]’!*（’）+ *，（$$）

解得

!*（’）+ (* ’!"* (#%! 234 ( #
! ’( )! ， （$&）

其中 (* 为归一化常数 )考虑到（!!）式，把上式写成

!*（’）+ (* ’#,#%! 2( ’
! %! + (* ’!)(# 2( ’

! %!，

# + 5 ! ," #
& ，!$ + $

! ,#， （$0）

其中#的符号按照（!"）式的规定选择 )这样上述许
多式子都可以写得简单一些，例如（#-）式

-0$!#!期 李文博：用赝角动量方法求解同调谐振子



!" ! "" # $ #! " ! %，$，"，⋯ & （’(）
下面计算本征态""（ #）&为此我们首先把（$)）

式写成

$ #（"）! " ## * $
" #" # $

" # +
+#，

$（"）! " ## * $
" #" * $

"
+
+## & （’,）

在形式上可以把本征态直接写成

""（#）! %"［$ #（" * $）⋯$ #（$）$ #（%）］

- #!./0 * $
" #( )" ， （’)）

其中 %" 为归一化常数 &不难证明

$ #（"）! $
" # *"（"##）.#

" 1" # +
+( )# .* #" 1" #"（"# &），

$（"）! * $
" #"（"##）.* #" 1" +

+#( )# .#
" 1" # *"（"# &）&（’2）

仔细地把（’2）式的第一式代入（’)）式可得到

""（#）! %"
$
""# *"" .* #" 1"

- # *"#.#
"

#’ +
+( )#

"

.* #" #"[ ]# #"#*$ &（3%）

我们特意把这个式子写得尽量对称一些 &
从（’2）式不难看出升降算符的一个性质
［$ #（"）］# ! $（" # $）& （3$）

利用这个性质和（$"）式可以导出归一化常数的递
推式

%"#$ ! $
$"（$" # $）*! &

%"

! $
（" #$%）（" #$% # $）*$%（$% * $! ）

%"

! $
（" # $）（" # "$%! ）

%"

! $
（" # $）（" # $ #!! ）

%" & （3"）

这里我们利用了

# !$%（$% * $）， "$% ! $ #!，

! ! 4 ’ #! $
3 ，# ! $

3 ’ *( )’
3 & （3’）

这里最后一式是（$3）式提供的信息 &（3"）式的几个
步骤实际上是给出几种不同的表达，为的是以后在

各种不同的场合使用起来方便 &

( 关于本征态集合和叠加态

按照我们的能谱所构造的叠加态应表示为

"（#）!"#（#）#"*（#），

"#（#）! "
5

" ! %
( #

""
#
"（#），"*（#）! "

5

" ! )
( *

""
*
"（#），

（33）
其中 ( #

" 和 ( *
" 为两套叠加常数，它们满足归一化

条件

"
"
（( #

"）
" #"

"
（( *

"）
" ! $ & （36）

而"
#
"（ #）和"

*
"（ #）为（3%）式分别对应于! !

# ’! # $13和!! * ’! # $13的本征态；其中的 )
对应（’"）式中标定的 ’ 的区域 &相应的含时叠加态
不难写出 &
这就给我们构造广义相干态、广义压缩态、研究

反聚束效应和有关的量子统计特性等光场的非经典

特性带来了一些麻烦 &
相比之下，文献［$］使用的一套能级因为包含了

’ 7 ’13部分，丢掉的部分要少一些；而文献［"］使用
的一套能级因为不包含 ’ 7 ’13部分，丢掉的部分要
多一些 &

, 关于赝角动量解法

大家知道，在量子光学中常把二能级原子体系

化为一种赝自旋粒子处理，实际上是一个自旋 $1"
的赝角动量模型 &我们这里也是一种类似的方法，这
种方法与文献［$］的方法是等价的 &
现在讨论，在形如

$’"（#）!$"（#）， $’ ! $
3 * +"

+#" # *（#[ ]）
（3(）

的束缚态本征值问题中，当势函数 *（ #）是什么样
的函数时可以归于赝角动量方法求解呢？

我们首先引入（$’）式的第二式给出的 $"，利用

关系式［$"，$’］! 8$$ 计算得到

$$ ! 8 $
3 * +"

+#" * $
" #*( )9 & （3,）

再利用［$$，$"］! 8$’，计算得到

$’ ! $
3 * +"

+#" # $
3（#

" *: # #*9[ ]） & （3)）

计算中将利用（$3）式的几个对易关系 &比较（3(）式
的第二式和（3)）式，可知 *（#）应满足方程

#" *: # #*9 ! 3* & （32）
此方程的通解为
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!（"）! #
"" # $""， （$%）

其中 # 和 $ 是两个任意常数；把（$%）式代入（&’）式
的第二式和（&(）式得到

%) ! *
& + ,"

,"" + $"" # #
"( )" ，

%- ! )
& + ,"

,"" # $"" # #
"( )" . （$)）

再利用［%-，%)］! *%"，计算得到

%" ! )
& $ ,

,"" # " ,
,( )" . （$"）

显然必须取 $ ! )时（$)）和（$"）式才能满足（/）式的
对易关系，从而问题归于（)-）式 .
是不是可以选择其他形式的 %" 来构造与方程

（$）对应的另一套赝角动量算符呢？似乎值得研究 .
进一步，是不是还有其他的势 !（ "）使得能谱保持
不变呢？也值得研究 .事实上，在文献［)］中已经做
了一些研究 .

( 关于广义产生算符和广义湮没算符
的构造

我们前面已经给出广义产生算符和广义湮没算

符（)/）和（)(）式 .
我们曾经指出：（)(）式只能作用在本征态!&

上；而作用于叠加态时会比较麻烦，需要把叠加态用

本征态展开，才能实现；而（)/）式没有这个要求，它
可以作用在任意叠加态上，也就是说，（)/）式是通用
的，也是方便的 .下面我们给出（)/）式的另一种等价
的表示，为此先把它写成显式

% # ! )
& + ,"

,"" + "" #"（" + )）
"" # " ,

," # ,
,"( )[ ]" ，

# !"（" + )），

% ! )
& + ,"

,"" + "" #"（" + )）
"" + " ,

," # ,
,"( )[ ]" .

（$-）
然后表示成等价的因式分解形式

% # ! )
&
" + )

" # " + ,
,( )[ ]"

" + )
" + " + ,

,( )[ ]" ，

% ! )
&
"
" # " # ,

,( )[ ]"
"
" + " # ,

,( )[ ]" .

（$&）
这正是文献［)］给出的形式，注意，在文献［)］中取 #
! ’（ ’ # )），而本文取 # !"（"+ )）.这种形式不仅对
于计算基态本征函数带来方便；还可以提供体系的

许多信息，正如在文献［)］中所讨论的那样 .

0 讨 论

以上我们采用赝角动量的方法研究了同调谐振

子的定态薛定谔方程的严格解，这种方法有明显的

优越性，与文献［)］的方法是等价的；我们也详细地
讨论了附加有心势垒项 #" + "的参量 # 对于形成定
态束缚体系的有效取值区域，及参量 # 的不同取值
区域对能谱的影响；给出了能谱的确切的全面表述

和对应本征态的解析表达式；对于不同文献中的不

同处理予以澄清 .一个重要且有说服力的验证是：
（"(）式给出的 # ! % 归于一维线性谐振子情况，这
是必不可少的验证 .
我们进一步指出：当使用本文中给出的广义升

降算符 % # 和 % 构造光场相干态以及其他叠加态
时，需要小心从事，需要考虑到参量 # 的不同取值
区域对能谱的影响 .可以肯定参量 # 将对构造的各
种光场以及这些光场的非经典统计特性要有一定的

影响 .关于这个问题我们将另文讨论 .

［)］ 1.2. 345，( . )*+, .，!"#（)0(/），&--).
［"］ 6.7. 3489:，;.3. <5=，%-./ 01/&. . 23. . 45& .，$（"%%%），)(（*9

>4*9?@?）［章介伦、郭奇志，量子光学学报，$（"%%%），)(］.
［-］ 3.A. B*，%-./ )*+, . 45& .，%$（)00/），)’(/（*9 >4*9?@?）.［倪致

祥，物理学报，%$（)00/），)’(/］.
［&］ 3. A. C5，6. D . E89:，C. F. 7*5，%-./ )*+, . 45& .，%$（)00/），

)’0-（*9 >4*9?@?）［于肇贤、王继锁、刘业厚 .物理学报，%$
（)00/），)’0-］.

［$］ C.E，7*5，>.C. >4?9，%-./ 01/&. . 23. . 45& .，&（)000），/-（*9

>4*9?@?）［刘友文、陈昌远，量子光学学报，&（)000），/-］.
［’］ >. C. >4?9，C.E.7*5，%-./ )*+, . 45& .，%’（)00(），$-’（*9 >4*G

9?@?）［陈昌远、刘友文，物理学报，%’（)00(），$-’］.
［/］ 3.E. A5，%-./ )*+, . 45& .，%&（)00’），)(%/（*9 >4*9?@?）［徐子

马文，物理学报，%&（)00’），)(%/］.
［(］ 7.1. 789,85，H.I. 7*J@4*KL，;589K5M I?N489*N@（2?O:8M=9，PQG

J=O,，)0$(），R -$ .
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!"#$%&’ ()* *%’*&$+#,* *-,+(%"& ". +& %!"("&%/ "!/%##+("0
12 3!*,4"5+&’,#+056"6*&(,6 6*()"4

!" #$%&’(
（!"#$%&’"(& )* +,-./0.，1)%&,"%( 2/$)&)(3 4(/5"%./&-，6"/7/(3 )***++，8,/($）

（,-.-/0-1 2) 3-456758 2**)；5-0/9-1 :7;69.5/<= 5-.-/0-1 )) >6;- 2**)）

?’@A,?BA

? 5/CD5D69 9DE6=/D; DF @.G5H1/;C-5 -I67=/D; DF 7; /9D=D;/. D9./EE7=D5 /9 9=61/-1 48 <9-61D&7;C6E75&:D:-;=6: :-=GD1J AG- -F&
F-.= DF =G- <757:-=-5 3 /; =G- .-;=5/<-=7E <D=-;=/7E 4755/-5 D; =G- 1D:7/; DF -FF-.=/0- 07E6-9 FD5 FD5:7=/D; DF 9=7=/D;758 4D6;1-1
9=7=-9 7;1 =G- -FF-.= DF 1D:7/; DF =G- <757:-=-5 3 D; =G- -;-5C8 9<-.=56: 75- 1/9.699-1 /; 1-=7/E J ?; 7<<5D<5/7=- 7;1 .D:<5-G-;&
9/0- FD5:6E7=/D; DF =G- -;-5C8 9<-.=56: 7;1 7;7E8=/. -K<5-99/D;9 DF =G- .D55-9<D;1/;C -/C-;9=7=-9 75- <5-9-;=-1J AG- 1/FF-5-;=
=5-7=:-;=9 /; =G- E/=-57=65-9 75- .E75/F/-1J

789:;<=>：/9D=D;/. D9./EE7=D5，C-;-57E/L-1 7;;/G/E7=/D; D<-57=D5，C-;-57E/L-1 .5-7=/D; D<-57=D5，<9-61D&7;C6E75&:D:-;=6:
3+//：+2M*
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