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在 ()*+ , -./01极限下，利用幺正变换，将处于驻波激光场中任意位置的囚禁离子哈密顿量变换为离子裸态
基中的 2)3415 , 67**.485模型哈密顿量，研究了其内外自由度的量子熵和纠缠 9结果表明，在非共振条件下，囚禁离
子系统内外自由度之间存在周期纠缠 9

!国家自然科学基金（批准号："’$:!#%#）资助的课题 9
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" 引 言
纠缠是量子力学的基本特性之一，是 =.45>1.4?

@7A7B503?C7514（缩写为 =@C）佯谬［"］、D1BB 不等式［%］、
量子保密通信、量子隐形传态［&］、量子计算［!］、量子

非定域［;］研究中的关键问题 9具有相互作用子系统
的量子系统呈现的非平庸动力学性质来源于子系统

之间纠缠的存在 9纠缠可以发生在原子与原子、原子
与场（光子）以及场（光子）与场（光子）之间［<］9最著
名的双粒子纠缠态的例子是总自旋角动量为零，分

自旋为
"
% 的双粒子 =@C态，即 E!〉F（ E"〉# E$〉

, E$〉# E"〉）%G %，这里态矢 E"〉和 E$〉分别表示
沿着给定方向自旋向上和向下的量子态 9这个态不
能写成两个态的张量积 9目前，人们对各种量子系
统的纠缠动力学作了广泛研究 9一个基于 ! 个双能
级原子量子纠缠，用于改进频标的方案已经提出［:］9
一个双能级原子与单模量子场相互作用的 2)3415?
6H**.485模型（26I）提供了一个探测原子与场纠缠
特性的有效途径。在这个模型中，随着原子与场相

互作用的时间演化，原子与场之间建立起强烈的纠

缠［$—"#］9原子?光子对纠缠的实验观察最近已有报
道［""］9另一方面，J1)?D)4)/B7/K1［"#］的研究表明：在某
些时间，原子与场相互作用可以导致退纠缠，场态成

为由两个相干态叠加的 L/KMNA.481M猫态 9而双模压
缩真空态是双量子模场之间纠缠的一个典型例子，

它能够通过非简并光学参量振荡而产生，它涉及一

非线性光学介质从抽运激光吸收一个光子并发两个

关联光子：信号模场和 OAB1M模场 9双模压缩态已经
用于探测 =@C关联和量子隐形传态［&］9一般地，一
个非线性光学介质能够产生场?场纠缠态。非线性
极化率越高，纠缠度越大［"%］9
另一方面，由于激光冷却及相关实验技术的发

展，囚禁离子系统与激光束的相互作用在非经典态

制备［"&—":］，高精密光谱测量［":］，量子逻辑门制造［"$］

和量子态重建［"’，%#］等方面具有潜在的应用，正引起

人们极大的兴趣 9许多作者广泛研究了囚禁离子系
统的动力学特性 9在本文中，我们根据 @K714.P 和
Q4.8K>［%"］提出的量子熵理论，用量子熵作为纠缠程
度的量度，研究驻波激光场中囚禁离子系统的纠缠

特性，证明在非共振条件下囚禁离子系统内外自由

度的周期纠缠特性 9

% 模型哈密顿量的幺正变换与态矢
考虑一个双能级离子囚禁在一个频率为"的

简谐势中，并与一个驻波激光场相互作用，在囚禁

频率"远大于离子衰减率的情况下，系统的哈密顿
量可以写为［%%］

" F"#R # R#%$$ R
%#

%$%/75［&（# R #R）R’］，（"）

式中 #，# R为囚禁离子振动态或声子的湮没与产生

算符，# F(# ,(& 为离子跃迁频率与激光频率的失

谐量，$% F$%" R$"%和$$ F$%% ,$""为双能级离子的

偏振和反转算符，%# 为正比于驻波激光振幅的 C)+.
频率，&为 ()*+ , -./01参数，’表示囚禁离子处在
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驻波激光场中的位置 !特别地当!"!#$时相应于离
子处在驻波激光波节处 !我们以 %&’( ) *+,-.参数

"的各次幂展开方程（/），得到

! "#" 0 " 0 $$%# 0&1

$ ,23（!）%$

)"
&1

$ 3+4（!）%$（" 0 " 0）0 %（"
$），（$）

式中"的高阶项在 %&’( ) *+,-.极限下可以忽略 !
我们最近证明：通过引进一个幺正变换［$5］

& " $%$ 0 ’%#， （5）
式中

$ " $ 0&
$! &
， ’ " &1 ,23（!）

$&（$ 0&! ）
，

& " $$ 0&$
1 ,23$（!! ）， （6）

哈密顿量（$）式能够变换到标准 789形式
!: " &!& 0

"#" 0 " 0 &$%# 0 (（%$/ " 0%$/ " 0）

" !789， （;）

式中 ( ""
&1$
$&

3+4（!）!因此，在研究囚禁离子动力

学时，可以直接利用标准 789的结果 !例如：囚禁离
子系统的时间演化算符可以用幺正变换 & 作用到
789的时间演化算符 ) 789得到

) + " & 0 )789（ *）&， （<）

) 789 "
.)+#（""

0 0/#$）* ,23（+*）) +’$
3+4（+*）

$[ ]+ ) +(.)+#（""
0 0/ = $）*" 3+4（,*）

,

) +(.)+#（"
0 ")/#$）*" 0 3+4（+*）

+ .)+#（"
0 ")/#$）* ,23（,*）0 +’$

3+4（,*）[ ]











,

， （>）

式中 + " ’$ #6 0 ($ ""! 0，, " ’$ #6 0 ($ " 0! "，’"
& )#!相应地，总密度算符可以给定

(（ *）" ) +（ *）(（1）) +（ *）! （?）
设初始时刻离子处于基态，振动声子处于相干态，

则初始时刻系统的约化密度矩阵(（1）可以写为

(（1）"
1 1
1 (@（1

[ ]）， （A）

式中

(@（1）" "
B

-，. " 1
/-/#. C -〉〈. C， （/1）

/- " (.D@ ) /
$ C) C )$ )-

!-
， （//）

式中) " $!- .D@（+*），$- 为初始声子数，*为声子相
干态的位相角 !通过直接的计算后，总密度算符可以
表示为

(（ *）"
C 0〉〈0 C C 0〉〈1 C
C 1〉〈0 C C 1〉〈1[ ]C

， （/$）

式中

C 0（ *）〉""
B

- " 1
/- .D@（) +-#* {） .D@ ) +#*( )$

[E $’+- C -〉) +’$"- C - 0 / ]〉
) .D@ +#*( ) [$ $’+-)/ C -〉

) +$$"-)/ C - ) / ] }〉 ， （/5）

C 1（ *）〉""
B

- " 1
/- .D@（) +-#* {） .D@ ) +#*( )$

[E ’$+- C -〉0 +$’"- C - 0 / ]〉
0 .D@ +#*( ) [$ $$+-)/ C -〉

0 +$’"-)/ C - ) / ] }〉 ， （/6）

式中

+- " ,23+-* ) +’$
3+4+-*
+-
，

"- "
( - 0! /3+4+-*

+-
，

+- " ’$

6 0 ($（- 0 /! ）! （/;）

将(（ *）对声子变量作求迹运算可得囚禁离子的约
化密度矩阵

(+（ *）"
〈0（ *）C 0（ *）〉〈1（ *）C 0（ *）〉
〈0（ *）C 1（ *）〉〈1（ *）C 1（ *）[ ]〉 !

（/<）
不难求得囚禁离子约化密度矩阵的本征值与本征函

数分别为

,F（ *）" /
$ F /

$［（〈0（ *）C 0（ *）〉

)〈1（ *）C 1（ *）〉）$

0 6 C〈0（ *）C 1（ *）〉C $］/#$， （/>）
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""（ !）%"!（ !）&’(（!)#" ）
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/ 囚禁离子内外自由度的周期纠缠

我们将根据离子（或振动声子）的量子熵探讨囚

禁离子内外自由度的纠缠规律 - 在囚禁离子系统
中，离子（或声子）的量子约化熵的时间演化反映了

其内（离子）外（声子）自由度之间纠缠的时间行为 -
熵越大，纠缠度越大 -离子和声子的量子约化熵可由
它们各自的约化密度算符定义

"#（ !）# + 01#（%&23%&）， （$4）
式中下标 # 表示离子、声子或离子5声子全系统 -一般
双分量量子系统的熵满足著名的熵三角不等式［)6］

! " ,（ !）+ "(（ !）!# " # " ,（ !）% "(（ !），（)7）
式中 " 表示离子5声子全系统的总熵 -对于上面涉及
的离子和声子所处的初始纯态，离子5声子全系统
的总熵 " 为零 -从不等式（)7）可得到一个直接的结
果：" ,（ !）# "(（ !），即离子和声子的熵相等，因此，仅
仅只需要计算离子（声子）的熵 - 离子的量子约化熵
可以通过离子约化密度矩阵的本征值" "（ !）给定

",（!）# +"%（!）23"%（!）+"+（!）23"+（!）-（)$）
选择参数’7 # 8!* $79 :+ $［)9］，"#’7 ;)7，( #

7<79，$$ # )9和)# +’，图 $给出了离子熵时间演
化的数值结果 -图 $（=）相应于囚禁离子处于驻波激
光波节（*#!;)）的情况 - 很明显，离子熵的演化是
非周期的，这类似于 >?@中的场熵演化 -在时间演
化的初始阶段，离子熵演化到它的最大值，内（离子）

外（声子）自由度强烈地纠缠，而在离子反转回复时

间的二分之一时（ !7 # %& ;) # 9!;’），离子熵演化到
局域最小值，内外自由度退纠缠 - 依据 >?@ 的性
质［$7］，在这个时刻，离子几乎处于纯态 !!（%& ;)）〉#
$
")
（ ! %〉% , ! +〉）-如果囚禁离子偏离波节，比如*

#!;6（图 $（A）），##!;$7（图 $（B）），离子熵的演化呈
现严格的周期性，周期约为 % 1 #!’;’)（下面将于证

明）-对于*#!;6的情况，% 1%7 - C8:；对于* #!;$7
的情况，% 1 # 4 -88: -当时间 ! # #% 1（ # # 7，$，)，- - -），
离子熵取得它的最小值，离子内外自由度退纠缠，而

在其余时间，离子熵取得它的最大值，离子内外自由

度强烈地纠缠 -这意味着囚禁离子内外自由度之间
存在着周期纠缠 -以上结果也说明，囚禁离子内外自

由度的纠缠特性高度依赖于囚禁离子在驻波激光场

中的位置 -这里应该指出，囚禁离子内外自由度的周
期纠缠特性仅在)#’ ++&7的非共振条件下才发
生 -而在共振条件)#’ ++# 7下，离子熵的时间演
化是非周期的，如文献［)/］所示，除初始时刻外，其
熵值均取极大值，离子内外自由度之间强烈地纠缠，

但不具有周期性 -
根据（$C）式给定的囚禁离子约化密度算符本征

值的时间演化，可以解释囚禁离子内外自由度的周

期纠缠行为 - 图 ) 给出了当* #!;6 时，本征值

" +（ !）的数值结果（注意" %（ !）# $ +" +（ !））- 在
图 )（=），考虑)#’ ++# +’的情况，很明显，本征
值" +（ !）呈现严格的周期演化，演化周期与图 $（A）
的离子熵演化周期相同 -当时间 ! # #% 1，# # 7，$，
)，- - -时，本征值" +（ !）演化到它的零值，而" %（ !）
演化到它的最大值 $ -从（)$）式可以看到，在这些时
间点，离子的熵为零 - 然而在其余时间，" +（ !）#
" %（ !）%7<9，几乎具有相同的值 -从（)$）式可知，离
子熵取得它的最大值 -因此，在)#’ ++# +’ 的
非共振条件下囚禁离子内外自由度之间存在周期纠

缠 -图 )（A）显示了共振条件)#’ ++# 7下本征值

" +（ !）的时间演化 -可以看出，在时间演化的初始阶
段，" +（ !）趋向于零，" %（ !）趋向于 $，所以离子熵
演化到它的最小值 - 随着时间的发展，" +（ !）和
" %（ !）几乎有相等的值，离子熵保持极大值 -很明
显，在共振条件下，囚禁离子内外自由度之间的纠

缠是非周期的 -
进一步，通过对方程（$C）进行解析近似研究，

可以求出内外自由度周期纠缠的周期 -这里对于图
$给定的参数，我们考虑* #!;6，,’’，则 (% )，

" "（ !）具有近似形式

""（ !）%

$
) " () ) {) 6 %（(

D

$ # 7
! *$ ! )BE:［/’ % )’)

*（)$ % $）;’］!）) % 6（(
D

$ # 7
! *$ ! ):,3［/’

% )’)（)$ % $）;’］}! $;)
当) # +’；

$
) " () ) {) 6 %（(

D

$ # 7
! *$ ! )BE:（’

+ $
) ’ ;"$）!）) %（(

D

$ # 7
! *$ ! [) :,3（’

% $
) ’ ;"$）! % :,3（’ + $

) ’ ;"$）]! }) $;)

当) #






















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（!）为囚禁离子处于驻波激光场波节处，!"!#$；"" %

（&）为囚禁离子偏离驻波激光场波节，!"!#’，"" %

（(）为囚禁离子偏离驻波激光场波节，!"!#)%，"" %
图 ) 驻波激光场中囚禁离子熵 ! *（ "）的时间演化 离子初始处于基态 + ,〉，声子初始处于具有平均声子数!# " $-的相干态，#% " .!/

)%- 0, )，""#% #$%，$" %1%-，%" ,#

（!）为%"# ,&" ,#

（&）为%"# ,&" %

图 $ 驻波激光场中囚禁离子约化密度矩阵本征值’ ,（ "）的时间演化 !"!#’，其他参量选择同图 )
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这里已经假定 !!"!#! "从上式可求得! #（ "）的演
化周期（回复时间）为

# $ !
!"$ %& 当# ’ %"，
(!"!)*& $ %! 当# ’{ + "

（&)）

从方程（&&）可以看到，在非共振条件#’ %" 下，
本征值! #（ "）经历振动频率正比于声子数 ! 的 ,-.
/0振荡 "这类似于双光子 123的周期动力学演化情
况 " 在$’!*4情况下，这种 ,-/0振荡导致离子熵以
周期 # $!+ "567作时间演化（如图 &（-）和图 !（/）所
示），囚禁离子系统内外自由度展示严格的周期纠

缠 "然而，在共振条件#’" %%’ +下，本征值! #

（ "）的 ,-/0振荡频率正比于 !*$!，这类似于单光子
123的非周期动力学演化情况 " 因此在共振条件
下，离子熵演化是非周期的，囚禁离子内外自由度

之间不存在周期纠缠 "
作为结论，我们在 8-9/.:0;<=极限下，利用幺

正变换，将处于驻波激光场中任意位置的哈密顿量

变换为离子裸态基中的 123哈密顿量，研究了其内
外自由度的量子熵和纠缠特性 "结果表明，在非共振
条件下，囚禁离子系统内外自由度之间存在周期纠

缠 "值得指出，囚禁离子系统的纠缠规律对于囚禁离
子的信息测量十分重要 "当离子内外自由度处于最
大纠缠态时，我们可以通过离子内部自由度的测量

获得外部自由度的充分信息 "例如，囚禁离子质心运
动的振动态的充分信息可以由长寿命电子跃迁的离

子基态动力学测量得到 "因此本文的结果既有学术
意义，也有应用价值 "

［!］ >" ?0@7A=0@，B" CDEDF7<G，H" ,D7=@，%&’( " )*+ "，!"#（!I)J），

555 "
［&］ 1" K " B=FF，%&’(,-(，$（!I64），!IJ "
［)］ >"L" ?<=$A，%&’( " )*+ " .*"" "，%#（!II!），66!；2" M" B=@@=AA，N"

B$-77-$E，2" 2$=O=-P，," 1DQ7-，>" C=$=7，R" L" RDDAA=$7，

%&’( " )*+ " .*"" "，#&（!II)），!(IJ；2" M" B=@@=AA，:" C" :0S0@.

;=@QD，/0"12*，’##（!IIJ），)(I；:" BDPT9==7A=$，1" R" C-@，
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（!II5），J5J "

［4］ 3" X" K;PFFG，3" K" VP/-0$G，YP-@AP9 XOA0;7（2-9/$0EW= Z@0S=$.

70AG C$=77，2-9/$0EW=，!II5）"
［J］ :" BD[9，YP-@AP9 \[=D$G（ C$=@A0;=.M-FF， ?@WF=TDDE 2F0UU7，

!IJ!）"
［6］ K" 80P，N" 2" NPD，3&,! " %&’( "，(（&+++），!5! "
［5］ K" ]" MP=FW-，2" 3-;;[0-S=FFD，\" C=FF0QQ-$0，>" L" ?<=$A，3"

B" CF=@0D，1" ^ " 20$-;，%&’( " )*+ " .*"" "，#(（!II5），)(6J "
［(］ K" 1" :" C[D=@0_，C" 8" L@0W[A， 4!! " %&’( "（H‘），$)%
（!I((），)(!；%&’( " )*+ "，!""（!II!），6+&)；5 " 67" " 89- "

4: "，*#（!II+），!!6；a" BPQ=<，M" 3DG- % 2=77-，C" 8"

L@0W[A，%&’( " )*+ "，!"+（!II&），(!I+；C" 8" L@0W[A，B" R"
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