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提出了一种处理弱非中心对称 ’()* 变换的新方法 +把测量的积分值用 ,-./0121 的方法分成奇、偶两部分 +非对

称的原函数被表达为一个权函数和一个中心对称函数之积 +对称函数用勒让德级数展开 +级数的系数通过用最小

二乘法来决定 +
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$ 引 言

托卡马克等离子体诊断中，测量到的许多重要

的物理参量（如：电子密度、杂质的辐射等）都是它们

截面的弦积分值，必须通过逆变换（即解积分方程）

来获得它们的截面空间分布 +在中心对称分布情况

下，采用经典的 ’()* 变换方法［$—3］；在非中心对称但

接近中心对称的情况下，可以采用所谓的非对称的

’()* 变换方法［&］（其思想没有通过数学证明，数学方

法仍主要是经典 ’()* 变换问题）；在一般情况下，要

采用层析分析［4］+
用 5-66 方法变换的结果在边界处的值有普遍

升高的现象，在某些点处变换后的值与实际值有较

大的偏离，而且对某些类型的分布曲线（如双峰型）

的变换误差较大［7］+此外，这种方法也是很复杂的 +
本文提出了一种变换方法，即对称部分用勒让

德级数展开，从而简化了 ’()* 变换 + 只要勒让德级

数项数取得合适，就可以处理非对称性不是很大的

参量分布 +我们用了两次最小二乘曲线拟合，使得有

较大随机噪声的实验数据的处理也能保证有足够高

的精度 +

! 数学方法

变量和实验获得的积分值 !（ "）的几何关系如

图 $ 所示 +测量的弦一般是平行于 # 轴的 + 在逆变

换计算中，通常假定托卡马克等离子体的实际分布

是上下对称的 +如果 !（ "）相对于 " 8 # 点是非对称

图 $ 坐标系和弦参量定义的几何关系

的，则按 ,-./0121 的方法［&］将 !（"）写成偶函数部分

和奇函数部分之和（假设 !（ "）的定义域相对于 " 8
# 点是对称的），

!（"）8 !#（"）9 !$（"）， （$）

式中

!#（"）8 !（"）9 !（: "）
! ， （!-）

!$（"）8 !（"）: !（: "）
! + （!(）

中心对称分布的弦积分是偶函数 +虽然弦积分

是偶函数的分布不一定是中心对称的，但考虑到圆

截面托卡马克等离子体参量分布的一般特点，作为

一种可能的近似，假设积分的偶函数部分 !#（ "）对

应中心对称分布 $#（ %）+若设弦积分 !（ "）对应的分
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布具有如下形式：

!（ !）! "（#）!"（ $）， （#）

"（#）为描述不对称程度的权函数，如果 "（ #）和

!"（ $）能求得，就可得到 !（ !）$式中 ! 是由 $ 和!的

值来决定的，! ! $%&’!"# ( $’)*!"% ，# ! $%&’!，!为 !
与 & 轴正方向的夹角 $

测量的非对称数据 ’（#）为 !（ !）沿着弦 ( 的积

分，可以写为

’（#）!!(
!（ !）+%

!!(
"（#）!"（ $）+% $

因为沿 ( 上对 % 积分时，# 的值保持不变，从而有

’（#）! "（#）·,!
-. #" ,

"
!"（ $）+%

! "（#）’"（#）， （/）

其中 ’"（#）为 !"（ $）的线积分 $利用（-）式可得到

"（#）! - ( ’-（#）0 ’"（#）

! - ( )（#）， （1）

)（#）为直接由测量的数据决定的奇函数，可以用奇

幂级数拟合：

)（#）! #
*

+ ! -
,+#, +.- （. -$ # $ -），（2）

* 为 )（#）的拟合项数，用最小二乘法平滑技术来得

到系数 ,+ $ ’-（#）的数据点的数目必须大于 * 的值 $
在我们的实验数据分析中，* 取为 2—3，精度就能

满足要求了 $
中心对称部分 !"（ $）可以根据 ’"（ #）的值来计

算 $它们的关系为

’"（#）!!(
!"（ $）+%， （4）

只要 !"（ $）满足狄利克雷条件，根据数学原理我们

能把 !"（ $）展开成傅里叶5勒让德级数，

!"（ $）! #
6

- ! "
［,-7-（ $）］ （"$ $ $ -）$ （3）

勒让德级数有一些特点：-）它们是完备的正交

系；,）每一个勒让德函数都是幂级数 $
由（4）和（3）式可得到

’"（#）! #
6

. ! "
［,./.（#）］， （8）

/.（#）! ,!
-. #" ,

"
7 .（ $）+% （ $ ! #, ( %" , ）$

（-"）

这就是说，测得弦积分值的偶函数部分可以用

一系列函数 /.（#）来表示 $系数 ,. 可以通过对（8）式

作最小二乘法拟合得到 $ 因为要得到 /.（ #）的解析

表达式是很困难的，我们可以利用勒让德级数的表

示式进行编程计算，从而得到 /.（ #）$在我们的实验

数据分析中，. 取 3—-, 即可满足要求 $
当我们求得 "（#）和 !"（ $），它们的乘积即为分

布 !（ !）$

# 测试和误差分析

此计算方法通过用一些测试函数来进行检验 $
为了估计数值计算的误差，我们采用了标准误差

" ! #
0

+ ! -
（!!+ ）

,





0

-0,

， （--）

式中!!+ ! ! . !+ ，! 为精确的函数值，!+ 为变换后

的值，0 为选取的点数 $这里我们选了 /- 个点 $
我们首先选了下面的一个测试函数来检验这种

方法的有效性 $此函数为

!（ !）!（- ( "$1’)*"#）（- ( -" $, . ,# $/ ( -, $2）$
（-,）

图 ,（9）显示利用新方法所得的结果 $这个结果

（9）为输入无噪声 （:）为输入有 -"; 的正态噪声

图 , （-,）式反演的结果
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与实际的值符合得很好 ! 它的偏差为：! " #! $% &
’() * !这 个 方 法 优 于 同 心 圆 的 方 法（! " ’! ’% &
’() %）［#］，也 优 于 +,-./010 的 方 法（! " 2! ’% &
’() 3）［#］! 同样也优于用幂级数的方法（! " 2! $ &
’() 2）［#］!当原积分的值有 ’(4 的正态随机噪声时，

变换的结果显示在图 3（5）中，此时的偏差为：! "
#62 & ’() % !表明本文提出的方法在测量值中存在一

定的随机噪声时，仍能很好地给出反演的计算结果 !
对于这样的测试函数：

!（ !）" %3((!)’（’ ) "3）’73 （’%）

变换的结果，包括曲线的形状和数值几乎与实际的

值是一致的 ! 它的偏差! " ’3! 8*$$，接近用同心圆

的方法（! " 8! %9’3）［#］，优于 +,-./010 的方法（! "
%%!3*#3）!与用傅里叶:贝塞尔级数［’(］相比，这种方

法对于平行弦的测量反演的结果更精确 !对于 !（ !）

" ’ ) " 的分布，变换的结果与实际的值也是一致的 !

为了更好地检验我们的方法，我们又选取了另

外一个测试函数［’’］：

"（ !）"
"(3 ; "# 3

3 <=
"(3 ; ’
"(3 ; "( )3 ) ’ ) "3

3

{) $3

3 & !
% &

"# 3) %

"(3 ; "# 3
& "%（’ ) "）

’ ) "#

& 3
’ ; >?@ ’( ’ ) " 7 "( )[ ]#

A0-% }# ! （’2）

此函数是不可分离变量的，式中 "( 为反转面半径，

"# 为有效的电流通道半径，$ 为磁岛宽度 ! 我们选

取 % " ’，! " ’，"( " ( ! #，"# " (! 9，$ " (! % ! 原函数

和变换的结果分别如图 %（,）和图 %（5）所示，两者相

符得较好 !从这也可以看出，对于弱非对称的分布函

数，我们可以用分离变量的方法来近似计算不可分

离变量的函数 !

图 % （’2）式反演的结果

总之，我们提出的方法在圆截面等离子体且参

量接近中心对称的条件下，是比较合理的 !

2 在密度测量中的应用

BC:$ 托卡马克具有小半径为 & " 39—38A1，用

五道 远 红 外 干 涉 仪 测 量 电 子 密 度，分 布 在 ) 3(，

) ’(，(，’( 和 3(A1 的位置上 !此外，我们假定在边

界的值为零 !在计算中，我们采用了牛顿插值法获得

*$ 个点的值，然后进行 D5>< 变换，从而用新方法得

到了等离子体电子密度的空间分布 ! 在 BC:$ 实验

中，炮号为 %82$$ 的放电波形如图 2 所示，测量的值

为密度弦积分的平均值 !图 * 显示了用新方法反演

的密度分布，时刻分别为 39( 和 29(1-!图 9 对应的

是两时刻的等高图 !

* 结 论

诊断的一个重要任务是获得物理量的空间分

布，即物理量与 ! 的关系 ! 根据这些关系总结一些

规律，再与理论比较，进而揭示它的物理本质 !另外

在一些计算中，要用到这些物理量的空间分布［’3］!
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图 ! 炮号为 "#!$$ 的放电波形 信号分别为：等离子体电流 !%，& 道电子密度弦积分的平均值 "’(—

"’&（单位为 ()(" *+,"）

图 & 用新方法反演的 "’（!）在 # 轴上的分布 在 $ - ./)，!/),0

图 / "’（ !）对应的等高图 在 $ - ./)，!/),0

在同心圆方法中，用 % 个方程来确定 % 个系数［1］，

因而变换的结果对测量的噪声很灵敏 2 而我们提出

的新方法由于采用了两次最小二乘法，因此可以平

滑随机噪声对结果的影响 2 通过与测试函数进行比

较，可以看出反演的结果与实际值的偏离是很小的，

密度的反演结果也是合理的 2与其他方法相比，此方
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法有显著的优点 !总之，本文提出的新方法，对圆截

面托卡马克中心对称或弱非中心对称参量的平行弦

积分值（如电子密度、等离子体的辐射等）的逆变换，

是适用的 !
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