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求解了*+,-阱中总自旋为!.#／(，&／(的三全同费米子体系在共面情形下的/0123456782方程9根据其波函数
节线结构和形状密度分布，研究了系统的结构和量子力学运动模式，并与玻色子体系和经典情形进行了比较9

!国家自然科学基金（批准号：#)%’"$#)）资助的课题9
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# 引 言

简单体系的薛定谔方程精确解一直是量子力学

的基本问题9随着量子信息、量子计算的发展，离子
阱中的囚禁离子体系的量子力学问题变得越来越重

要9最近在*+,-（鲍尔）阱中的一系列激光冷却实验
使得玻色?爱因斯坦凝聚（@AB）成为人们关注的焦
点，也使得对*+,-阱中离子运动的量子力学问题更
有兴趣9C56和D+E+6+5686［#］用一个库仑等效势研究
了一个一维两离子模型，得出了一些很有意思的结

果，但他们仅仅得出了近似解9鉴于*+,-阱中离子
体系的量子力学问题的重要性，我们对两离子体系

的薛定谔方程进行了深入的研究［(］，发现了在一

维、二维和三维情况下，其薛定谔方程均可以得出精

确解，其方法与我们对玻恩?奥本海默近似（@F26?
G==86185H82+==2FI5H+J5F6，@GK）下氢分子离子薛
定谔方程的求解［&，"］十分类似9与C56等人的研究
不同的是，我们没有使用任何等效势，而是直接使用

离子间的库仑相互作用来讨论问题9
两离子体系毕竟是*+,-阱的决定性非线性动

力学系统中最简单的9三离子体系的动力学应该具
有更复杂、更丰富的性质9*+,-阱中的三离子问题
不仅存在离子间的库仑作用，还存在囚禁场的作用，

因而有别于一般的三体问题（天体三体问题与库仑

三体问题）9大家知道，如果阱参数满足一定的关

系［"］，离子可能被囚禁在"L#平面或者在$轴上9
这样，可以构造两离子的共线和共平面模型9我们对
共线构型下的三离子体系的经典和量子力学研究表

明［>，M］：在经典力学的研究中，共线三离子体系的运

动是规则运动，在量子力学中，我们发现波函数具有

很好的节线结构9系统的量子力学内部运动模式完
全和经典力学的所有在NF-HF7F2FE?K26F-4?OF<82
（NKO）环面［#&］上的周期轨道相对应9
共面三离子体系的情形则不然9研究［>，’］发现，

体系的势能是马鞍型双阱势，当体系的能量小于鞍

点能时，体系的经典相空间是规则的；反之，其经典

相空间是混沌的，但在混沌区中存在较大的NKO
不变环面9对由玻色子组成的体系而言，其量子力学
波函数分布在能量较低时仍旧具有较好的节线结

构［’］9可见，在共面构型下，三离子体系的物理内涵
变得更为丰富，有待于进一步研究9
本文讨论共面情形下的三费米子体系的量子力

学问题9在这种情况下，粒子的自旋变得很重要9

( 模型与求解方法

对于*+,-阱中的荷质比为%&’
的第’个离子，所

处空间坐标为｛"’，#’，$’｝，它感受到的囚禁场的平
均作用为
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其中!!和!"分别为离子在#$%平面和"轴的久期
频率，&称为!"#$阱的赝势，在取适当的阱参数时，
赝势&是囚禁场一个很好的近似［%，&］’
对于被限制在#$%平面的质量为(，电荷为)

的三个全同囚禁离子，在赝势模型下，引入’"()*+坐
标系，并将质心部分分离出来，哈密顿量的相对运动

部分可以写成［,］
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其中!0为外加射频场的频率，!2"-3"1，"2".3
1
-
（"14"-），"1.2".3"1，"-.2".3"-#对于共面三

离子体系，在外场作用力和离子间库仑作用力达到

平衡时，会构成最稳定结构，即正三角形，设其边长

为/0，利用
5&
5/0
20，得到平衡距离须满足
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取/0为长度单位，
1
!0
为时间单位，"2(21，则可

将体系哈密顿量简化为
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相应的薛定谔方程是
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我们用两个二维谐振子波函数的乘积构成基

矢’考虑两个二维谐振子本征函数
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其中，4#2#1 和4#(#5 为广义拉盖耳多项式，(12

)／" -，(-2 -)／" .，)是二维谐振子的频率，将被
当作一个变分参数使用’在实际计算中，选取适当的

)值，使得体系的基态能量最低［,，10］’这样构成的基
矢为

&125(（!，"）+’12（-，*）’5(（!，%）’（,）
考虑到全同粒子的交换对称性，对于全同费米

子体系，基矢需满足反对称性，因我们先将基矢反对

称化［1-］’用［6］来代表一组量子数（1，2，5，(），

&+［6］+7｛&｝［6］,89｝+7｛［’12（-，$）

·’5(（!，%）］,
8
9｝， （%）

其中,为总自旋波函数，9为总自旋，8是由1，-粒
子组成的子系统的总自旋，7 是反对称化算子，
［6］代表一组量子数（1，2，5，(）’（%）式的反对
称化可以借助于广义三体9"$:+;<)=>+?=@A系数
（B9<）来实现［10，10］，其结果为
（1）当921／-时
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其中，当［6］中2 取为奇数时
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当［6］中2 为偶数时

C#［6］，［61］+
".
.;

(.
［6］，［61］
， （11"）

C$［6］，［6-］+
1
.
［-［6］，［6-］,;

(.
［6］，［6-］
］’（11*）

（-）当92.／-时
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其中
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式中求和号$#［61］
仅对 2 为奇数的［6］求和，而

$$［6-］
是对2 为偶数的［6］求和，式中的;(.［6］，［61］

就是由’"()*+$.系向(系变换的B9<系数，满足
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对于!!"／#态，哈密顿量"的矩阵元
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对于!!%／#态

〈!"［#］$"$!"［#%］〉&!
!

［#"］
!

!

［#%"］
’#［#］，［#"］

·’#［#%］，［#%"］〈!［#］$"$!［#%］〉) （"&）
本文仅研究总轨道角动量*!+’,!(，宇

称为偶的态)在本文的计算中，对!!"／#的态使用

)*个全反对称基，!!%／#态使用))个，分别满足

#（-’.）’"+"’","#"+和#()在把体系的哈密
顿矩阵对角化之后，可以得到本征能量和本征波函

数!)
表" 系统的本征能量和主要分波

!!"／# !!%／#
态 能量 分波 态 能量 分波

" #,)+-) . " -,&##% /

# *,)#+" . # "(,%*## /

% &,+(%( . % "(,-"&- /

* -,(*)* . * "%,*+-& /

$ -,+#*$ . $ "%,-+-" /

& ),"-(" . & "*,(##( /

- ),#*)* / - "&,&""$ /

+ ),*$($ . + "-,")"- /

) ),+&*& . ) "-,+$(" /

"( "(,*$$( . "( "+,*-)& /

"" "",%+"" . "" #(,(#($ /

"# "",$-"( . "# #(,)(+) /

"% "",)&*+ / "% #",)+&( /

"* "#,(%"+ . "* ##,+)&- /

"$ "#,##*% / "$ #%,+%)+ /

"& "#,$)() . "& #*,(#%+ /

"- "#,)**& . "- #$,%()( /

"+ "%,+#&+ . "+ #&,&(&( /

") "*,()#) . ") #-,-#%% /

#( "*,%")+ . #( #+,%(%# /

在表"中给出三共面费米子体系总角动量为(
的偶宇称态中头#(个本征解的有关参数，例如，其
本征能量、分波权重等)从该表中可以看出，!!"／#
态中大部分态的分波主要是.波，其基态能量略高
于玻色子体系［-］；!!%／#态中各态的分波主要都

是/波，其基态能量有了显著提高)整体看来，费米
子体系的能量是高于玻色子体系的)

% 波函数分布与内部运动模式

为便于分析本征波函数!，我们引入几个关联
密度函数)由波函数的归一化条件

"&$$!（/，#，0，$）$#/00/000#0$)（"-）
定义单体密度

%"（0，$）&0$
1

(

/0/$
#$

(

0#·$!$#) （"+）

单体密度表示在0，$附近的单位空间中发现第三
个离子的概率)
定义形状密度［"(，"#］

%1（/，0，&）&$$!$#0/ /#(0% #234&，
（")）

其中&为!，"的夹角)形状密度是反映体系形状变
化的一个概率密度，可以用来显示隐含在其中的节

线结构分布)
首先按照（"+）式，给出费米子体系的单体密度

分布，如图"所示)该单体密度是在234平面中绘制

的等值线图，与0，$的关系为0! 2#’4% #，$!
5647"（4／2）)可以看到，.波为主的(’" 态，如图"
（6），没有节线出现；而以/波为主的(’- 态，如图"
（8），在0方向和$方向都存在明显的节线结构，其
节线数目都为")!!%／#态的分波都是以/波为
主，其单体密度结构类似于!!"／#中的(’- 态的单
体密度)

图" 共面三费米子体系总自旋!!"／#态的单体密度等值线

分布图 （6），（8）分别为(’"，(’- 态的形状密度（图中以234为坐

标，与0，$的关系为0! 2#’4% #，$!5647"（4／2））

接下来在/30坐标中给出了费米子体系一些
低能态的形状密度分布的等值线图，为便于讨论，在

((# 物 理 学 报 $(卷



（!"）式中取!#"$!，因为!取其他角度与取!#"$!
只存在定量上的差别，定性上是一样的"图%、图&
给出总自旋##!／%态的形状密度分布，图’、图(
给出总自旋##&／%态的形状密度分布，可以归纳
出下面几点：

!)##!／%中以*波为主的态，如图%，可以看
出与玻色子体系的形状密度分布很类似［+］：基态波

函数没有出现节线，图%（,），（-），（.）与文献［+］中
相应的形状密度分布图基本相同"但从图%（/），（0），
（1）看，节线数目明显增多，可见费米子体系##!／%

态的能量要高于玻色子，这与表!的结果相符"
%)##!／%中以2波为主的态，如图&，将其与
图’（##&／%态）比较，可以看出，两者非常相似"我
们知道##&／%态是完全反对称的，从图%、图&可
见，##!／%态是混合对称的，*波反映体系的对称
性，2波反映体系的反对称性"
&)##&／%态的形状密度分布，如图’，最初的
几个态表现出明显的节线结构，基态波函数出现了

节线，这意味着粒子的剧烈运动，与表!的结果也是
相符的"

图% 总自旋##!／%时的形状密度等值线分布图 （,），（-），（.），（/），（0），（1）分别为$3!，$3%，

$3’，$3&，$3( 及$3" 态的形状密度（图中以$%&为坐标，并选取!#"$!，以下图&—图(类似）

图& ##!／%态中的2波的形状密度等值线分布图 （,），（-），（.）分别为$3+，$3!&，$3!(态的形状密度

图’ ##&／%态的形状密度等值线分布图 （,），（-），（.）分别为$3!，$3&，$3% 态的形状密度
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!"在!#$／%态中出现了一些有意思的结果，
如图&"在经典的情况下，共面三离子体系的相空间
即可能是规则的，也可能是混沌的，这取决于系统的

能量是否大于鞍点能［&，’］"文献［’］给出体系能量#
#!"(时的庞加莱图，显示体系的相空间是混沌的，
但存在一个)*+环面［’］"!#$／%态下(,’ 和(,--态
的能量分别为-.".--&和%("(%(&，无疑此时体系
在经典情况下是混沌的"图&中波函数主要沿着经
典反对称周期轨道分布［&］，对应着)*+环面中的准
周期轨道"这也就是通常所说的疤痕（/012）［-$］，值得
注意的是，我们发现的“/012”出现在比较低的态"

图& !#$／%态的形状密度等值线分布图 （1），（3）分别为

(,’，(,--态的形状密度

! 结 论

本文在考虑囚禁场的赝势对离子的作用和离子

间的库仑相互作用的基础上，在410536坐标系中处
理7189阱中的共面三离子体系，通过引用广义的

:19;6<+5/=6>/?@系数（A:+），在考虑体系的交换
反对称性之后，最终获得了符合该体系量子统计特

征的哈密顿矩阵元"本文引入的方法可以推广到求

解一般的三体库仑系统"本文仅研究总轨道角动量

$#%,&#(，宇称为偶的态"通过数值计算，得出
以下结论：

-"从计算结果可以发现，费米子体系的能量要
高于玻色子体系（表-）"这意味着，玻色子体系更易
在经典情况下保持规则运动"我们之所以关心体系
的规则运动状态，因为这对7189阱的离子冷却实验
具有实际意义［&，’］：实验中可选取合适的工作点，使

!’／!(!!-成立，此时离子位于)*+平面上，体系
的运动是规则的而无“射频加热”效应［B］，因而囚禁

离子更易于冷却且冷却后得到的“晶化”结构不易

“熔解”，规则运动有利于对离子的高灵敏度高分辨

率光谱的测量"对于我们所研究的系统，只有当体系
能量小于鞍点能时，体系的运动是规则的"从本文的
结果看，就规则运动而言，共面玻色子体系是优越于

费米子体系的"
%"量子经典对应与量子混沌是原子物理的前
沿之一C我们知道经典混沌在量子力学中的一个重
要表征就是定态波函数的形态特征：如经典周期轨

道造成的疤痕（/012）［-$］C在我们的研究中也发现了
“/012”现象（图&），体系显示出波函数沿着经典反对
称周期轨道分布C然而，反映混沌特征的“/012”现象
通常发生在高能态（距基态大约B((个能级）［-$］，图

&中的“/012”现象显然处于低能态，它是否反映了体
系的混沌特征呢？虽然不能肯定本文中的“/012”现
象就是量子混沌，但这不失为一个有趣的现象C7189
阱一直有着“混沌实验室”的美誉，从本文的计算结

果来看，共面三离子体系在量子混沌研究方面有着

很丰富的内涵，特别是低态下出现的“/012”现象，有
助于对量子混沌的理解C

［-］ 4CD6>，4C41E1>16>F>，,-+."/01"，!"#（-GG&），$G&GC
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