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利用傅里叶变换方法推导了一维()*+,-..)类（(/（!））准晶衍射的结构因子方程，讨论了该系统的衍射峰和系

统消光规则0在此基础上，计算了(/（"）和(/（1）准点阵的衍射谱0另外，把所得方程进行推广使之能用来研究(/
（!）准周期超晶格的衍射性质0通过把(/（"）准周期超晶格衍射相对强度的计算结果与2345),等人的实验结果进

行比较，发现大多数衍射谱符合得较好，但有一条谱不一致0理论计算表明2345),等人标定的谱（%，&）应该是一个

次强峰0

!国家自然科学基金（批准号："’67%#&"）资助的课题0
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" 引 言

"’6%年，893.9:;-,等人［"］在急冷凝固的<"=
2,合金中发现一种具有包括五重旋转轴在内的二

十面体点群对称的合金相0>3?),3和8:3),9-4@:［&］把

具有这类新的原子排列的固体称为准晶体，并且计

算了理想准晶体的衍射图0接着，2345),等人［1］用分

子束外延方法制备了A-<B=<5<B合金()*+,-..)型

准周期超晶格并研究了它的衍射和散射性质0C+@@
等人［%］指出()*+,-..)准周期超晶格衍射的傅里叶

谱也由一系列!峰组成，相应波矢为"D&!"E"（#
F!#），其中# 和!是整数，"是点阵平均结构常

数$同时，G5B34等人［!］研究了准周期点阵衍射峰的

指标问题$H-4IJ:等人［$，7］用K射线衍射仪测量了

()*+,-..)超晶格的衍射$何伦雄等人［6］在研究急冷

凝固的<56#L)"%8)"$，<5$!/J&#2,"!及<5$!/J&#/+"!合

金相时发现了一维准晶0另一方面，物理学家还提出

了许 多 非()*+,-..)准 周 期 模 型，其 中 具 有 %"
%!&#，&"% 迭代规则的广义()*+,-..)（A(（!，

#））模型受到广泛的研究［’E"%］，发现只有A(（!，

"）型超晶格在结构上具有准周期性$83?34),［"!］从理

论上研究了A(（!，"）型超晶格的衍射性质并且证

明了该类晶格衍射的衍射峰出现在"D&!"E"’$(

的位置$M)4.9等人［"$］用K射线和电子衍射两种方

法从实验上考察了A(（!，"）型准周期超晶格的衍

射谱的特征$
虽然A(（!，"）序列在几何上具有准周期性和

自相似性，但这种结构的能谱不像()*+,-..)链一样

具有完备的自相似性$"’’1年，黄秀清、刘有延和莫

党［"7］发现具有&"%，%"&%&迭代规则的准周期

点阵并称这类准晶为互生长模型准晶$进一步研究

发现互生长模型准晶不仅几何上具有准周期性和自

相似性，而且与()*+,-..)型准晶一样它的能谱也具

有完备的自相似性$付秀军等人［"6］拓展互生长序列

到具有&"&!E"%，%"&!E"%&迭代规则的序列

并称之为()*+,-..)类（(/（!））序列$对(/（!）型点

阵的能谱研究发现它们具有完备的自相似性，其能

隙可用一个特征数标定$最近，杨湘波等人［"’］讨论

了(/（!）准周期超晶格的光透射性质，发现不同的

(/（!）（例如!不同）超晶格对光具有不同的开关

特性$
综上所述，(/（!）序列是一种重要的准周期序

列，而分子束外延技术的发展使我们能够制备任意

结构的半导体超晶格$K射线衍射和电子衍射是分

析物质结构的重要手段，因此，研究(/（!）型点阵

的衍射性质是必要的$本文利用傅里叶变换方法推

导了一维(/（!）准点阵衍射的结构因子方程，讨论

了该系统的衍射峰和系统消光规则$在此基础上，计

算了(/（"）和(/（1）准晶的衍射谱$另外，还把我们
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的公式作了推广使之能用来研究!"（!）准周期超

晶格的衍射性质"通过把我们的关于!"（#）准周期

超晶格衍射的计算结果与 $%&’()等人的实验结果

比较，发现大多数谱符合得较好，只有一条谱不一

致"我们认为 $%&’()等人标定的谱（*，+）应该是次

强峰"由于我们的理论结果与实验基本一致，因此我

们的衍射公式应该是正确的，可用它来计算任意一

维!"（!）型准晶体和一维!"（!）型准周期超晶格

的衍射图，具有一定的应用价值"

+ 一维!"（!）型序列的构造

在研究一维!"（!）型准点阵的衍射性质之前，

先回顾一下有关!(,-).//(类准点阵结构的研究结

果"一维!"（!）序列是按迭代规则#!#!0#$，$
!#!0#$# 生长而成的序列"从# 开始，一维!"

（!）序列的前三代是

%#&#，

%+&#!’#$，

%1&（#!’#$）（#!’#$）⋯（#!’#$）#!’#$#"
（#）

例如，!"（#），!"（+）和!"（1）的前三代分别是#!
$!$#!⋯，#!#$!#$#$#!⋯和#!##$!
##$##$##$#!⋯"如果用()来表示!"（!）序列

第)代的阵点数，则相邻三代的阵点数满足下列关

系：

()&!()’#*()’+， （+）

其中(#2#，(+2!"!"（!）点阵的“黄金分割数”是

!!&’(3
)!4

()’#
() &

!+*" *’!
+

， （1）

其迭代关系矩阵是

+!&
# #
! !’

［ ］
#
" （*）

该矩阵的本征值方程,+0!,0#25有两个根：一

个根的绝对值大于#，另一个根的绝对值小于#，显

然6%7+!20#，即该矩阵满足8(9-7条件［+5］和幺模

条件，所以按该矩阵变换方式生长的点阵一定是准

周期点阵"几何上，一维准点阵可以从二维正方周期

点阵向一维空间投影得到"如果选一个-:-的二

维正方点阵［#;］，把它的两边分别取为.轴和/ 轴"
然后画一与.轴成"角的投影线0,，其中"满足

7.)"&!!， （<）

!! 取!"（!）迭代矩阵较小的本征值，即5#!!##"

如果!2#，!!2
"<0#
+ 2#（#为!(,-).//(序列的

“黄金分割数”），!"（#）就是著名的!(,-).//(链"投
影线上第1 点的坐标为

,1 &（1/-9"*9()" 17.)" ）-， （=）

其中 表示取最大整数"投影线上两个相邻点的距

离为 )$2（/-9">9()"）-，)#2（/-9"）-"
根据平均结构常数的定义，有

$&)#*（)$’)#）!!&（#／/-9"）-" （?）

方程（?）中的-是二维被投影的周期点阵的点阵常

数"

1 一维!"（!）型准点阵的衍射性质

!"# 计算准点阵衍射结构因子的傅里叶变换方法

对于一个点阵常数为-的一维周期点阵的密

度可表示为［+#］

%&$
!
&（,’!-）" （;）

这种结构的傅里叶变换是

(（2,）&%%（,）%@A（(2,）6," （B）

它的傅里叶分量由一系列米勒指数3标定的&峰

组成，即

(3&$&（23’+!3／-）" （#5）

如果一个一维点阵由两个不同的点阵常数迭代而

成，且这两个常数的比为’，则该点阵的密度可写

为［++0+*］

%（,）&$
!，1
&（,’!-）*&（,’’1-）"（##）

如果’是一个有理数，方程（##）表示一个复周期点

阵"这时，两个周期在实空间总可以找到重复的点"
如果’是无理数，方程（##）表示一个非周期点阵，

这时，两个重复单元在实空间除起点外没有重复点"
后者的傅里叶变换可表示成周期部分与非周期部分

之和，即

(334（2）&$
3，34
&（2334’

+!
$

（3*’34））"（#+）

这里，3和34是两个独立的整数，$ 是平均结构常

数"从方程（++）可知一维非周期点阵衍射傅里叶分

量(334由两个整数（3，34）确定但它仍是一个&函

数"这意味着倒格子空间对处理非周期点阵仍然是

适宜的，但这时倒格子空间的傅里叶模的秩大于相

;#+ 物 理 学 报 <5卷



应实空间密度的维度［!"］!另外，从（#!）式可看出，当

"##$$!!!%#（#&#$"）时，%##$有最大值!又因&!
"%##$"!，所以我们可用（#，#$）两个整数来标定这类

一维非周期点阵衍射的衍射峰!

!"# 一维’(（’）型准点阵的结构因子方程

以下借用上述非周期点阵的傅里叶变换方法来

研究一维’(（’）型准点阵的衍射性质，主要目的是

推导对’(（’）型准点阵普适的衍射结构因子方程!
在此基础上，将讨论该类点阵衍射的衍射峰和系统

消光规则!根据（##）式，’(（’）点阵密度可写为

#（(）)#
)

*)#
$（(+(*）， （#*）

其中(* 的表达式见方程（+），因此，’(（’）点阵密

度的傅里叶变换是

%（"）),-.
,$)

#
,#*/01

（-"(*）， （#"）

方程（#"）中求和遍及’(（’）点阵的, 个原子的坐

标!从（#2）和（#"）式，很容易知道傅里叶分量在"
$"##$处不为零，即

"##$)
!!
-345%

（#.#$678%）， （#9）

所以

-"##$(* )-!!345%（#.#$678%）（*345%
.5-8% *678% ）

)-!!（*#.#$ *678% ）

.-!!345!%（#$+#678%）｛*678%｝，（#+）

方程（#+）中的 和｛｝分别表示取最大整数和最大分

数!用&’ 代替方程（#9）和（#+）中的678%可得

"##$)
!!
-

#
#.&!% ’

（#.#$&’） （#:）

和

-"##$(* )-!!（*#.#$ *&’ ）

.-!! #
#.&!’

（#$+#&’）! （#;）

方程（#;）中的第一项是-!!的整数倍，因此它对

%##$的指数项仅贡献一单位因子；第二项是与* 点

有关的函数，它对%##$求和起重要作用!因为｛｝表示

取最大分数值，所以它的变化范围是（2，#）!把方程

（#;）代入方程（#"），积分可得

%##$),-.
,$)

#
,&
#

2

/01（-/##$0）<0

)
5-8（/##$／!）

/##$／!
/01（-/##$／!）， （#=）

其中/##$$
!!
#&&!’

（#$%#&’）!最后’(（’）准点阵的

傅里叶变换写为

%（"）)#%##$$（"+"##$）! （!2）

方程（#=）就是一维’(（’）准点阵衍射的结构因子

方程；方程（!2）给出了一维’(（’）准点阵衍射峰的

位置!

!"! 一维’(（’）准点阵的衍射峰和系统消光规则

方程（!2）清楚地表明，当"$"##$时，将有衍射

峰出现!另外从方程（#=）可知衍射峰的强度还直接

依赖于无理数&’，即，当#与#$的比值接近&’ 时，

衍射强度取最大值!这样衍射峰出现在下式所表示

的位置：

（#$+#&’）’2! （!#）

上式与’->48733-链衍射的衍射峰条件类似!考虑方

程（*），当

#)1%2，#$)1%2+#（1为整数）， （!!）

方程（!#）式成立!另一方面，根据（!）和（*）式，有

#
&（ ）
’

2
) #&’

%2.%2+#! （!*）

将（!!）式，代入（#:）式并考虑方程（!*），得到

")"##$)
!!
-

#
#.&!% ’

（#.#$&’）

)!!-
1
#.&!% ’

#
&（ ）
’

2+#
， （!"）

（!"）式就是一维’(（’）准点阵衍射峰出现的条件!
此外，从方程（#=），还能很容易获得一维’3（’）准点

阵衍射的系统消光条件：5-8（/##$）$2且/##$(2，

即

#$+#&’)3（#.&!’）（3为不等于零的整数）!
（!9）

把方程（!9）代入方程（#:），有

")!!- #.&!% ’（#.3&’）， （!+）

方程（!+）即为一维’(（’）系统的衍射消光条件!
现在，我们已导出了研究一维’(（’）准点阵衍

射性质的三个方程（#=），（!"），（!+）!如果45 和46
是点阵中任意两个原子间的两种不同的长度，且

45／46$’则按’(（’）迭代规则产生的点阵是’(
（’）准点阵；如果5和6代表两种不同的层，45 和

=#!!期 李翠莲等：一维’->48733-类准晶的衍射性质



!" 分别是# 和" 的厚度，且!#／!"!!，则按"#
（$）迭代规则组成的一维结构将是一维"#（$）准周

期超晶格%这时，方程（$%），（&’）和（&(）仍然是适用

的，且"#（$）就是著名的")*+,-..)型准周期超晶格%

’ 讨论和结论

从（$%）式可知一维"#（$）准点阵的衍射峰可

用两个整数（&，&’）来标定%当（&，&’）是两个相继的

"#（$）结构整数或者是他们的整数倍时，&’与&的

比值接近于"$，与周期点阵衍射类似的锐衍射峰就

会出现%但在准周期结构对于一个给定的&’有许多

&是适合的，所以准点阵的衍射形成很密的衍射图%
为了明确这个性质，图$绘出了"#（$）准点阵的衍

射谱%从图$可以知道"#（$）准点阵衍射的衍射峰

出现在(!$/01(，&/&&1，0/(20，3/402，⋯（&!／)）

位置，并分别用指标（$，$），（&，$），（0，&），（3，0），⋯

标定%很明显，这些整数是相继的"#（$）数%对应&’
!$，除主峰（&，$）外还有指标为（0，$），（’，$），（3，$）

的弱峰，按惯例把它们称之为（&，$）的卫星峰；同样

地，指标为（&，&），（’，&），（3，&）的弱峰为第二个主峰

（0，&）的卫星峰%

图$ "#（$）准点阵的衍射谱（"$!
!35$
&

）

根据方程（$%），（&’），（&(），还可以考察"#（$）

中任意一维准点阵的衍射性质%例如$!0（即"#
（0）准点阵），这个准点阵的相继的")*+,-..)数是$，

0，$2，⋯，该准点阵的衍射谱绘于图&%图&显示出

第一个主峰出现在(!0/$(（&!／)）的位置并用（0，

$）标定%相应的卫星峰为（$，$），（&，$），（’，$），（3，

$）；第二个主峰（$2，0）出现在(!$2/’’（&!／)）的

位置，它有弱的卫星峰（1，0），（4，0），（%，0），（$$，0）%
另外，从图&还可看出峰（1，&）和峰（$0，’）也是"#

（0）衍射谱的主峰，这是因为这两个峰指标的比值也

接近于"0%

图& "#（0）准点阵的衍射谱（"0!
!$050
&

）

为了证明本文衍射公式的正确性%根据 6789),
等人［0］的 实 验，理 论 上 按"#（$）迭 代 规 则 排 列

:-;<=;9;<使它们形成"#（$）准周期超晶格并让

!#!3/%,>，!"!0/1,>%利用推广的"#（$）准周

期超晶格的衍射性质方程，可以计算出"#（$）准周

期超晶格衍射的相对衍射强度，衍射角，衍射波矢%
表$列出了本文的计算值和 6789),等人［0］的实验

值%为了把两者进行比较，把实验获得的绝对衍射强

度乘以$251，因为本文关心的只是峰（&，$），（0，$），

⋯，（(，$）的相对大小%从表$可知衍射峰（&，$），（0，

$），（’，$），（3，$）的理论值与实验值符合得较好；主

峰（&，$）的相对强度约为它的卫星峰（’，$）的&3倍，

这一点理论值也与实验值相符%关于（’，&）峰，本文

理论计算所得位置的理论值与实验值基本相符，但

计算出该峰强度的理论值约为它的实验值的$222
倍%理论结果表明（’，&）峰应该是一个次强峰，这个

结论与《?@-<).8A<B-9<》（CD)B7D*A#EF-,+B，GE$$(，图

0/&（-））中的结果一致；也与参考文献［’］的结论相

同%关于（(，$）峰，6789),等人没有测定，本文的理论

计算表明它是位于（’，&）峰右侧的一个弱峰，其理论

计算强度与 6789),等人测定的（’，&）峰强度基本
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表! "#（!）型准周期超晶格的$射线衍射的衍射峰指数、%!（!）、

衍射波矢（&）’!和相对衍射强度（"(!)*+&）!）

指标 理论计算值 实验值［,］

"，"# %! $ % $ %-!.’/

! . !)/* .)!% .)+0%1

! ! %)1, .)%. .)//%2

% ! +)*/ .),, .)0./2 .)% .)/0

% % *)2* .)+. .),%%*

, ! 2),% .)+* .)%,.+ .), .)%,

, % /)+. .)*, .)02,0

+ ! 1)./ .)*/ .).,/ .)*% .).,

+ % 0)!* .)2* .)2/.+ .)2, .)...2

+ , !.)%, .)/, .)2.,,

* ! 0)1% .)/. .).%+% .)2 .).%

* , !!)00 .)1* .)012!

2 ! !!)*/ .)1% .)...+

2 , !,)/* .)0/ .),1%*

2 + !+)1+ !).* .)12!/

/ + !2)2. !)!1 .)1%02

/ * !/)20 !)%* .)+%*2

1 + !1),2 !),. .)!*%/

1 * !0)+2 !),1 .)00+/

!）!&(.)!34&

相同&综上所述，我们怀疑567893等人在文献［,］中

对（+，%）峰的强度测定可能有误&这个问题值得理论

工作者与实验工作者继续探讨&

* 结 论

综上所述，"#（’）序列是一种重要的准周期序

列，而$射线衍射和电子衍射是分析一种新结构的

重要手段，所以研究"#（’）型准点阵的衍射性质是

有必要的&本文利用傅里叶变换方法推导了一维"#
（’）准点阵衍射的结构因子方程，讨论了该系统的

衍射峰和系统消光规则&在此基础上，计算了"#（!）

和"#（,）准晶的衍射谱&另外，还把本文的公式作了

推广使之能用来研究"#（’）准周期超晶格的衍射

性质&通过把我们的关于"#（!）准周期超晶格衍射

的计算结果与567893等人的实验结果比较，发现大

多数谱符合得较好，只有一条谱不一致&我们怀疑

567893等人标定的谱（+，%）是一个次强峰&由于理论

与实验的基本一致，我们相信本文的衍射公式是正

确的，它可用来计算任意一维"#（’）型准晶体和一

维"#（’）型准周期超晶格的衍射谱&

［!］ :;<;<=6>=?4@3，A;B86>=，:;C7@?9@D，E;F;#@=3，(")*&+,-&
.,//&，!"（!01+），!0*!;

［%］ :;G6H936，I;E;<?693=@7J?，(")*&+,-&.,//&，!"（!01+），%+//；

(")*&+,-&，#"$（!012），*02;
［,］ K;567893，L;B@M64@，K;#8@7N6，";O;EP@3Q，I;L;B=@?R

?@>=@7S@，(")*&+,-&.,//&，!!（!01*），!/21;
［+］ E;TUJJ，K;567893，KUS#8@7N6，(")*&+,-&.,//&，!%（!012），

!!*/;
［*］ V;W8D67，(")*&+,-&.,//&，!$（!01*），!/,.；(")*&+,-&，#"&

（!01*），+10%;
［2］ 5;C;L@7NP?，E;5;T79D>U36，:;X79UDU，:;X79UDU，!;"9D>=67，

("*012，’"!#（!01*），!1%；(")*&+,-&，#"&（!01*），+1..;
［/］ 5;C;L@7NP?，:;X79UDU，E;5;T79D>U36，!;"9D>=67，(")*&

+,-&，#"$（!012），+,0.;
［1］ G;$;Y6，$;Z;G9，Z;Z=@3Q，L;Y;LPU，(")*&+,-&.,//&，(’，

（!011），!!!2;
［0］ C;CP4[D，5;L;X89，(")*&+,-&.,//&，()（!011），!.1!;
［!.］ 5;YU8\67，(")*&+,-&，#"*（!011），*/*2;
［!!］ 5;<6H6793，K;K9N8P3J，3&(")*：45’6,’*72//,8，’（!010），

*2./;
［!%］ E;];OUP，];B;O@3Q，3&(")*：45’6,’*72//,8，&（!00.），

%.0,;

［!,］ OUPS@3G9P，$9PMP3"P，YP9Y@3，(")*&+,-&，#$"（!00!），

!,%+.;
［!+］ <;<98，<;̂ ;L@4@N@7，K;L;5U9?7@，X;#=@N7@[@7?9，(")*&

+,-&，#+1（!00,），+!0%;
［!*］ 5;<6H6793，3&(")*：45’6,’*72//,8，’（!010），2//!;
［!2］ E;B97>=，5;<6H6793，_;F@=8D?7U4，O;O@4@4U?U，C;K@J3U>\9，

K;K9N8P3J，E;W;<P3JQ763，G;K;F@8863[67Q，(")*&+,-&，#$’
（!00.），!.,01;

［!/］ $9P‘93QYP@3Q，OUPS@3G9P，:@3Q5U，9&(")*&，#+"（!00,），

!.,;
［!1］ $9PMP3"P，OUPS@3G9P，I69‘93Z=UP，F=9>=9?<79?7@NUU8，(")*&

+,-&，#!!（!00/），%11%;
［!0］ $9@3Q[UO@3Q，OUPS@3 G9P，$9PMP3"P，(")*&+,-&，#!+

（!000），+*+*;
［%.］ W;BU4[9679，E;W;T@S8U7，3&(")*&（(280*）45::5;&，$*（!01/），

#,;
［%!］ :;#;#=@4a636S，"UP7967T7@3DbU74D@3JT=697I=SD9>@8Xaa89R

>@?9U3D，W3Q8@3J（!0/,）;
［%%］ I;L7@467，K;̂679，<1/2&48)*/&，,$)（!01+），*1.;
［%,］ :6^;C;B7P9M3，72/"&(851&，,*$（!01!），%/；72/"&(851&，

,*$（!01!），,0;
［%+］ X;I7946，]P@D9>7SD?@8D，#8@763JU3a76DD，cdbU7J（!00+）;

!%%%期 李翠莲等：一维"9[U3@>>9类准晶的衍射性质
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!"#$"%!"&’ !"$()$%(&’
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