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在面心立方（())）、体心立方（*))）和六角密堆积（+),）!种不同结构晶体的自由电子能带模型中，发现’个最低

能带与%个次低能带本征值的平均能量（称为平均键能，!-）与费米能级（!.）相当接近；并进一步在+),结构的钛

（/0）、锆（12）和铪（3(）以及*))结构的铁（.4）等金属中，采用从头赝势能带计算方法和平均键能计算方法，证实在

这些金属的实际能带中，平均键能（!-）值仍然非常接近于费米能级（!.）值5该发现有助于进一步了解平均键能

（!-）的物理内涵5

"福建省自然科学基金（批准号：677#$$$%）资助的课题5
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# 引 言

在半导体合金结能带和异质结能带排列的研究

中［#，&］，曾对整个布里渊区的能带本征值计算其’
个价带能量平均值!"（称为成键态能量）和若 干

（#$）个较低导带的能量平均值!%（称为反成键态能

量），并把!"与!%的平均值称为平均键能（!-），即
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其中，!)（"）是能带结构，)是能带指标，91是布里

渊区，#
($91

表示对布里渊区所有允许"求和，’ 是

晶体的原胞个数，’ 也等于91中允许"的个数，

#$是求和的导带个数,
我们在超晶格分子层平均键能研究中发现，异

质结两侧的平均键能相互“对齐”,据此，建立采用

!-作为参考能级的异质结带阶理论计算方法（简

称平均键能方法）［&，!］,该方法已在一系列的晶格匹

配［’］、应变层异质结［%］和合金型异质结［"］的价带带

阶的理论计算中，获得比较准确的结果,然而，平均

键能为什么会在异质结中“对齐”？平均键能的物理

实质是什么？还是个有待进一步了解的问题,我们

在原先的研究工作中，（&）式求和的导带数目采用

#$:’，近期在自由电子能带和金属能带的!- 的

研究中发现，当#$:%时，所得到的平均键能具有

特殊的意义,据此可以进一步了解!- 与费米能级

（!.）之间的内在联系和!- 在异质结中的“对齐”

行为，揭示!-的物理实质,本文拟报道这方面的研

究结果,

& 自由电子能带中的!-与!.
（#—!）式的!-，在实际计算时采用特殊(点

方法［8］，取#$:%时，!-由下式计算：
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其中，"$91指在简约布里渊区中选取的特殊(
点，!（"）是特殊"点的权重#

在赝势能带计算方法中，用于建立久期方程的

基函数（具有晶体平移对称性的平面波）的能量本征

值就是自由电子能带，它是晶体势趋于零时的能带

结构，即晶体能带结构的零级近似，表示为
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其中，"是布里渊区中的’个允许值，% 是倒格矢，

它的取值由晶体结构的平移对称性决定#对于布里

渊区，每指定一个允许"值，加上倒格点阵的倒格
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矢!，再按"!! 的平方（"!!）"值的大小，由小

到大依次排列，其排列顺序!即（#）式中"!（"）的

能带指标#引入无量刚矢量!和$，

"%"!$!
， （%）

其中 !&（!#，!$，!%），!#，!$，!%是小于’的分数&

!%"!’$
， （(）

其中 $&（(#，($，(%），(#，($，(% 为整数，根据（%，

(）式，将（#）式改写成
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（)$，*）式代入（+）式得到
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其中，"（!）是位于!的特殊"点的权重，+,（!）由

（)*）式计算0由（%），（(），（)）和（-）式可以了解，+,
值与晶格常数无关，它只决定于晶体的平移对称性

（也就是布拉维格子型）0
另一方面，对于自由电子系统，其"1是根据费

米球半径确定的，众所周知的公式为［)］
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其中，!, 是电子的密度&原胞体积为%、原胞中价电

子数为-, 的晶体，如果把晶体中的价电子近似为

自由电子，电子的密度就是!,&-,／%&对于晶格常

数为’的面心立方（455）、体心立方（*55）和六角蜜

堆积（657）晶体，它们的原胞体积% 分别是’2／+，

’2／"和 #’8%222’2／"（设.&’&%22’）&如果它们的

原胞中都是)个价电子（-,&)），它们的费米能级

的计算公式（’3）可以改写为
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对于455，*55和6572种不同结构的晶体，假定

它们的原胞中都是)个价电子，分别采用（’"$），

（’"*）和（’"5）式计算其+1值，同时根据455，*55和

657的不同自由电子能带结构，采用（-*）式计算他

们的+,值，计算中，455，*55和657采用的特殊/点

的个数分别为’3，)和’"，计算结果列于表’&由表

可见，对于2种不同结构的晶体，其+, 值与+1值

都相当接近0
表’ 自由电子的平均键能常数+,和费米能级常数+1的计算结果

455 *55 657
+1 "8+++ ’8#2- 38((3
+, "8++" ’8#+" 38(%(

因为（-$）式+, 前面的系数与（’’）式+1前面

的系数完全相同，所以从表’的+,值与+1值极其

接近的计算结果可以了解到：（’）与平均键能",对

应的动量/,&
’
" "*"# ,相当接近于费米球半径

/1，它的大小取决于电子密度!, 值（见（’3）式&（"）

",与"1随电子密度的变化关系相同，它们都可以

表示为（’3）式&因此，当两个自由电子系统的电子密

度!, 相同时，它们的", 值也相同；当两个不同密

度的自由电子系统相互“接触”时，电子将从", 比

较大（!, 较大）的系统向", 较小（!, 较小）的系统

转移，使两个系统趋向平衡状态；在两个系统达到

“热平衡”时，它们的电子密度趋于一致，因而两者的

",值也趋于一致，也可以说，在热平衡系统中，其

",值处处相同，这就是平均键能的“对齐”行为，也

就是在自由电子能带中", 和"1具有相同的物理

特性&

" 金属能带中的",与"1

计入晶体势作用的能带结构（实际晶体能带结

构）与晶体势为零的自由电子能带结构差别很大，

"1的计算方法也不相同&在实际晶体的能带计算

中，采用的是“按最高占有态确定"1值”的方法，也

就是在计算能带结构的同时，计算能态密度并根据

能态密度积分（积分态密度）确定价电子的最高占有

态，最高占有态的能量值就是费米能级"1&这种方

法对于不存在带隙（禁带）的金属能带结构可以得到

准确的"1值，但是对于出现带隙的半导体或绝缘

体则得不到准确的"1值&下面我们对在能带计算

方法中能够获得准确"1值一些金属材料，研究其
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按最高占有态计算的!!与根据（"）式计算的!#的

关系"计算!#的（"）式是对于每个原胞中有$个价

电子的情况建立的"在金属元素晶体中，符合每个原

胞中刚好是$个价电子的金属为数不多，六角密堆

积（%&’）结构的()，*+和,-.种过渡金属，它们的原

胞中有/个原子，每个原子有"个价电子，每个原胞

中有$个价电子；体心立方（0&&）结构的!1，它的原

胞中只有2个原子，但每个原子有$个价电子，所以

()，*+，,-和!1是"种适宜采用（"）式计算!#的金

属晶体3本文采用基于局域密度泛函交换4关联势的

从头 赝 势 能 带 计 算 方 法［5］，计 算 它 们 的 能 结 构

!#（!）和!!值，并根据其!#（!）计算结果，采用特

殊$点方法［6］，由（"）式计算它们的!# 值，考察实

际能带结构中!#与!!的关系"
以*+晶体为例介绍具体的计算过程3在能带计

算中，赝势由78&%191:等的7,;［2<］表产生，能带结

构计算逐个$点进行，即每选定一个特殊$点，取

一组（个数为久期方程维数=)#个）本征值为（>）式

的平面波基函数，建立一个维数为=)#的久期方

程，久期行列式中的对角元就是（>）式的自由电子能

带本征值，非对角元是赝势的傅里叶分量"因此，在

采用（"）式计算*+自由电子能带的!# 时，先对所

选定的2/个特殊$点，逐一建立计算赝势能带的

久期方程，在久期行列式对角化（计算晶体能带结

构）之前，将每一个特殊$点的久期行列式最前面5
个对角元，按特殊$点的权重进行的统计平均计算

（见（>）式和（"）式）得到!#?22@/./1A，根据（2<）

式得到的!!?22@/6"1A，!#值与!!值相当接近，

这是不考虑赝势（非对角元）作用的自由电子能带的

结果；计及赝势作用后才得到实际的能带结构，也就

是将上述对于2/个特殊$点建立的各个久期行列

式，逐一对角化并将对角化后的本征值按能量大小

依次排列得到实际能带结构!#（!），在能带结构计

算过程中，同时得到最高占有态的能量!!值，然后

根据!#（!）的计算结果，由（"）式计算实际能带结

构的平均键能!#"考虑到能带本征值!#（!）的计

算结果与采用的平面波基函数的个数（久期方程维

数=)#）有关，因而实际能带结构中的!# 和!!也

应该与=)#有关3我们在*+的从头赝势能带计算

过程中，通过选取不同的平面波基函数能量的截断

值来改变=)#，研究实际能带中的!# 和!!值随

=)#的变化情况3图2（8）是从头赝势能带计算中总

能!:B:随久期方程平均维数=)#的变化关系的计算

结果（因为对于一个指定的平面波截断能量，2/个

特殊$点的久期行列式的维数略有差别，我们取其

平均值，称平均维数=)#）；图2（0）是!# 和!!随

久期方程平均维数=)#变化关系的计算结果3从图

2（8）可以看到，当=)#接近于或大于.><时，总能

!:B:随久期方程平均维数=)#的变化速度变缓，且

逐渐趋近收敛；而从图2（0）!#和!!随久期方程平

均维数=)#变化关系可以看到，在=)#比较少的情

况下，!#值和!!值有一定的偏差（最大的差值不

超过<@>1A），随着=)#增加，!#值与!!值逐渐靠

近，在=)#!.><维时（能带计算比较接近收敛时），

!#和!!基本上重合在一起"

图2（8）总能!:B:随平面波基函数的平均个数（平均维数=)#）的变化关系，（0）!#和!!随平面波

基函数平均个数=)#的变化关系

>6//期 王仁智等：平均键能!#的物理内涵探讨



对于!"#中的$%和&’，采用与上述()类似的

研究过程，结果与()的情况相同，也是!*值和!+
值随,%*增加而减小，两者的变化规律一样，在接

近-./以后，!*与!+吻合；对于0""结构的+1，计

算中采用2个特殊"点［3］，能带计算接近收剑时，

!*值和!+值非常接近#表4列出$%，()，&’和+1

表4 金属$%，()，&’和+1的成键态能量!$、反成键态

能量!%，!*和!+的计算结果（15）

晶体 结构 晶格常数

% & !$ !% !* !+

’( )&* 467. 8692 86--3 :/69/4 3683/ 368/2

+, )&* -64- .6:. :6.8/ .698. -6.74 -6.79

-. )&* -6:7 .6/. 468.- 96723 8634/ 863-8

/0 $&& 4623 :/67-. 44637- :96298 :9629/

在能带计算中采用的晶格常数、能带计算接近收敛

时（平面波截断能量取:96.;<）的成键态能量!$、

反成键态能量!%、平均键能!* 以及!+的计算结

果#表4的研究结果表明，对于这些每个原胞有2个

价电子的金属能带结构，根据（8）式计算的!* 与

!+非常接近，因此与自由电子能带一样，在这些金

属能带中的!*值也是相当接近于!+值#

- 结 论

本文借助于零级近似能带结构（自由电子能带

模型）和金属能带结构，探讨半导体异质结带阶计算

中采用的参考能级!*（平均键能）的物理实质#发

现，在自由电子能带中，由（8）式定义的!* 就是

!+；对于一些金属采用从头赝势能带计算方法计算

其能带结构和平均键能的研究结果表明，随着久期

方程维数（,%*）的增加，!*与!+“同步”减小，两者

随,%*的变化规律相同，在能带计算接近收剑时，

!*与!+吻合#这些研究结果有助于进一步了解在

实际能带结构!1（!）中，由（8）式定义的平均键能

的重要物理内涵=
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